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Abstract

This article explores three Euclidean geometry problems from the point of view of functi-
ons of two variables and a representation involving dynamic colors using the GeoGebra
software. Initially, the problems involve the global minimization of quantities and are rela-
ted to the centroid G, the Fermat-Steiner point and the Lemoine point. Geometric patterns
not apparent in the geometric formulas are interestingly highlighted through dynamic color
schemes. Finally, the imposition of constraints on the geometric variable results in a cons-
trained minimization problem, which is solved analytically and numerically. The analysis
of the results shows an interesting perspective of the relationships between geometry and
the functions of two variables concatenated by discrete graphic elements that reflect the
geometric pattern hidden in the formulas and that resemble the contours of a function of
two variables.

Keywords: Barycenter; Centroid; Fermat point; Steiner’s point; Lemoine Point.

Resumo

O presente artigo explora trés problemas de geometria euclidiana sob o aspecto das fun-
¢Oes de duas varidveis e uma representagdo envolvendo cores dinamicas por meio do
software GeoGebra. Inicialmente, os problemas envolvem a minimizagéo global de quan-
tidades e estéo relacionados ao baricentro G, ao ponto de Fermat-Steiner e ao ponto de
Lemoine. PadrBes geométricos nao aparentes nas formulas geométricas sdo evidencia-
dos de forma interessante por meio dos esquemas de cores dindmicas. Por fim, a impo-
si¢do de restricOes para a varidvel geométrica tem como consequéncia um problema de
minimizagdo restrito, o qual é resolvido de forma analitica e numérica. A andlise dos resul-
tados mostra uma interessante perspectiva das relagdes entre geometria e as fungdes de
duas varidveis concatenadas por elementos graficos discretos que refletem o padréo ge-
ométrico escondido nas formulas e que se assemelham as curvas de nivel de uma funcéo
de duas variaveis.

Palavras-chave: Baricentro; Centroide; Ponto de Fermat; Ponto de Steiner; Ponto de
Lemoine.
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1 INTRODUGAO

A solucao geométrica de problemas envolvendo minimizacdo de quantidades pode ser abor-
dada de diferentes pontos de vista. Um exemplo, é o ponto P(z,y) do plano que tem como
resultado a soma dos quadrados das distancias aos vértices de um triangulo AABC'. Este
ponto é o Baricentro (G), descrito na Enciclopédia dos Centros de Tridngulo por X5 [1]. Uma
abordagem alternativa a abordagem geométrica, apresentada em [2], é a obtenc3o do ponto
G por meio da minimizacdo de uma fungdo de duas varidveis f conforme apresentado [4].
Algumas aplicacoes, provenientes das Olimpiadas Internacionais, envolvendo o Baricentro sdo

apresentados em [3].

Diferentes abordagens para problemas envolvendo maximos e minimos s3o apresentadas em
[5]. Os autores apresentam as solu¢des de alguns problemas cléassicos em geometria euclidiana
por meio do emprego diversificado de técnicas de solucdo. As transformacGes geométricas,
desigualdades algébricas, calculo diferencial e integral, o método das variacGes parciais e o
Principio da Tangéncia.

As transformacdes geométricas podem ser ilustradas por meio das simetrias com respeito a
linha ou ponto, rotacdes e dilatacdes [5]. As desigualdades algébricas podem ser ilustradas por
meio das desigualdades da média aritmética em relaciao a geométrica, a raiz média quadrética e
a média aritmética (em inglés Root Mean Square-Arithmetic Mean Inequality), a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Minkowski's. O método das variacGes parciais é baseado
na observacdo que uma funcdo de varias varidveis tem maximo (respectivamente, minimo)
com respeito a todas as varidveis, entdo tem um maximo (minimo) com respeito a qualquer
subconjunto de variaveis (ver [5] para maiores detalhes). Por fim, o Principio da Tangéncia é
baseado nas curvas de nivel. O minimo (méximo) valor de uma funcdo f no plano em uma

curva L é atingido nos pontos onde L é tangente a curva de nivel de f.

Os problemas de geometria, escritos na forma de funcdes de varias variaveis, e envolvendo
maximos e minimos podem ser resolvidos com auxilio dos Teoremas de Célculo Diferencial e
Integral. Em [5], os autores apresentam uma série de resultados seguidos de um conjunto de
exemplos ilustrativos do emprego de Calculo Diferencial e Integral. Neste caso, a minimizacao
de funcdes de uma ou mais varidveis podem ser encontrados nos cléssicos textos de Calculo

Diferencial e Integral amplamente difundidos.

O presente artigo, tem foco na discussao de problemas geométricos de minimizacdo que
s3o expressos em termos de funcoes de duas varidveis. Um elemento adicional é a visualizacdo
utilizando cores dinamicas que, por sua vez, integram uma caracteristica lidica a questao.
Esta n3o é entendida no sentido dos jogos e brincadeiras, mas mais no sentido da geracao de
graficos e figuras com cores destacadas e distintas que apontam os pontos de maximos ou

minimos de forma similar aquela visualizada por meio das curvas de nivel.
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2 GEOGEBRA: MATEMATICA DINAMICA

O GeoGebra é um software fundamentado em um aspecto dindmico e com foco em ensino
com objetivo de atuacao em ramos diversos da Matematica. Um detalhamento pode ser obtido
em [6]. A versatilidade é aparente na forma e representacdo dos objetos e propicia o uso de
forma direta e sem conhecimento de programacao computacional. Entretanto, o conhecimento
em linguagem de programacao JavaScript pode ser usado para construcdes mais elaboradas e
que n3o sdo possiveis de serem realizadas com o uso das funcdes disponibilizadas ou o emprego
da linguagem GeoGebra Script [7].

As funcdes disponiveis no GeoGebra podem ser encontradas nas paginas relacionadas a
referéncia [8]. A utilizagdo destes elementos de forma mais concatenada e em problemas
especificos envolvendo minimos tem como base as referéncias [9] e [10]. Estes apresentam,
respectivamente, uma discuss3o para a elaboracdo de figuras envolvendo cores dindmicas por
meio do uso de sequéncias de pontos e um problema de minimizacdo. O primeiro adota
a construcdo de uma sequéncia de pontos, em geral vertical, dependente de um controle
deslizante ¢ (em inglés Slider) e associa um esquema RGB a cada ponto da sequéncia. Ao
acionar o rastro e percorrer o intervalo de variacao de ¢, obtém-se uma figura que é colorida
conforme o esquema apontado nas férmulas do esquema RGB. O segundo segue uma ideia
similar, porém com um problema de minimizacdo envolvendo as distancias aos vértices de
um tridangulo AABC. Ambos os autores apresentam resultados graficos de exploracdo do

GeoGebra em contextos diversos (ver [10] e [9] para maiores detalhes e referéncias).

Um exemplo da visualizacao utilizando um esquema de cores dinamicas do tipo RGB é
apresentado na Figura 1. O resultado é a ilustracdo da soma dos quadrados das distancias
de um ponto P aos respectivos vértices do triangulo AABC', denominada D, arbitrariamente
escolhido. A ilustracao destaca relacGes entre a Geometria Plana e as funcdes de vérias varia-
veis por meio de um padrao com aspecto similar as curvas de nivel. Este ndo pode entendido
como uma figura proveniente de um algoritmo de geracao de curvas de nivel no sentido estrito
da palavra devido as caracteristicas ciclicas do esquema RGB, pois é a composicdo das cores
vermelho (R), verde (G) e azul (B) em um intervalo J = [0, 1]. Um valor ¢ fora do intervalo

é mapeado em J por meio da funcdo 2 ‘% — round (%)’ [11].

Apesar disso, a Figura 1 guarda em si, os aspectos fundamentais de curvas de nivel.
No contexto da Geometria plana, o ponto que fornece o minimo da soma das distancias ao
quadrado é o Baricentro (G), reconhecido como niimero de Kimberling X (02) dentre os pontos
da Enciclopédia de Centros de Tridngulos (ETC)[1].
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Figura 1: Cores dindmicas para a soma das distancias ao quadrado de um ponto
P(x,y) aos vértices do tridngulo AABC: D = PA% + PB? + PC?. Link interativo

disponivel Q

>

NS

Fonte: Os autores

No presente artigo, a quantidade D também serd visualizada por meio de duas formas
distintas, fornecendo uma visualizacido interessante do problema. A primeira forma refere-
se a um conjunto de pontos do plano conforme destacado na figura anterior, enquanto que
a segunda é uma superficie no espaco 3D originada de uma funcdo de duas variaveis. Os
resultados referentes a exploracdo deste e de outros problemas sdo apresentados nas secdes
4, 5 e 7. A seguir, uma argumentacdo sobre a construcdo de uma figura similar a 1 é
apresentada em um contexto simplificado. Uma argumentacao para a visualizacdo da funcdo

de duas varidveis e respectivas curvas de nivel e interpretacdo também s3o consideradas.

3 ELEMENTOS EXPLORATORIOS

Considere que dois pontos A(z,yo) e B(x1,y1) sdo os limites inferior e superior de um
retdngulo R. Seja C(z,y.) um ponto tal que = € [z, x1] e y € [yo,y1] de tal forma que
o pardmetro cor = (AC + BC)/a forneca o esquema de cores do ponto C' € R, com «
uma constante arbitraria fixa. Os pontos no espaco 3D dados por Z(x., y., cor) estdo sobre a
superficie Z = fo(x,y) dada por:

V@ = 20)> + (y — 90)” + /(= 21)* + (y — 11)?

fC(xay) = (1)

em que o é um parametro. Se o = 1, entdo a soma dos comprimentos dos segmentos AC' e
BC' é obtida.

De posse da expressdo (1), é possivel representar as curvas de nivel da funcdo fo no
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plano XY, a observacdo do gréfico (x,y, fc) e a respectiva representacdo discreta discreta
dos pontos Z(x¢, ye, cor) = Z(Ze, Ye, fo(Te,ye)). A Figura 2 ilustra os pontos Z, o esquema
de cores dindmicas no conjunto de pontos C' sobreposto as curvas de nivel de (1) no plano
XY e a superficie fo. E valido mencionar que as figuras utilizaram a técnica de varredura,

apresentada em [9], com a tripla dos canais de cores (R, G, B) = (cor, —cor,2 - cor).

Devido a definic3o ciclica dos valores em cada canal de cor, as figuras no plano ndo podem
ser interpretadas no sentido das curvas de nivel de fo. Em palavras, se fo(z,y) = k1 e

fo(z,y) = kg sdo duas curvas de nivel, entdo ainda podem ter mesma coloracdo desde que:
k1 kq ks ko
. =22 - =
5 — roun < 5 ) 5 round 5

Figura 2: Esquema de cores dindmicas envolvendo o esquema de cores no plano 2D e

no espaco 3D em GeoGebra. Link interativo disponivel Q

Fonte: Os autores.

A seguir, alguns problemas envolvendo minimizacao de quantidades geométricas s3o apre-
sentados. Em alguns casos, as solucdes geométricas sdo conciliadas com as solucoes prove-
nientes de funcdes de duas varidveis. O problema geométrico é representado no plano XY
para figura da forma 2. As respectivas solucoes sdo apresentadas com foco no conceito de
funcdes utilizando as ferramentas de minimizacdo disponiveis no GeoGebra. Quando possivel,
os calculos algébricos dos valores minimos ou maximos s3o concatenados as demonstracoes

geométricas e referéncias adicionais.

4 BARICENTRO

Problema 01: Considere um tridngulo AABC' qualquer e sejam A(xq,v.), B(zp,ys) €
C(z.,y.) as respectivas coordenadas dos vértices. Determine o ponto P(px,py) tal que

a soma das distincias ao quadrado do ponto P aos respectivos vértices, d = d(z,y) =
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PA? + PB? + PC?, seja minima.

Uma referéncia interativa para a exploracdo das propriedades do Baricentro pode ser en-
contrado em [14]. Alternativamente, [3] apresenta um conjunto de problemas relacionado ao
tema olimpico e uma exploracao do assunto por meio de coordenadas baricéntricas é feita em
[13].

Por sua vez, a Figura 1 mostra o esquema de cores dindmicas (R, G, B) = (cor, cor /2, 2cor)
e o Baricentro, denotado por GG e obtido diretamente do GeoGebra por meio da funcdo de cen-
tros de triangulo. Com base na andlise grafica, é possivel observar a convergéncia dos circulos
concéntricos e, portanto, indutivamente a presenca de um ponto (G. Esta apresentacdo tem
um carater lidico e serve para ilustrar padroes eventualmente escondidos nos problemas geo-
métricos. Do ponto de vista algébrico, a funcao que caracteriza a distancia DD, em coordenadas

cartesianas, é dada pela funcdo de duas variaveis:

fe(z,y) = Z (z—:)* + (y — i)
i€{a,b,c}
A solucdo pode ser obtida diretamente por meio da técnica padrdo de Calculo Diferen-

cial e Integral com o ponto G que fornece o minimo de fo dado por G = (G,,G,) =
((za + 2+ 2c) /3, (Yo + yo + ye) /3) [4].

A Figura 3 mostra a Figura 1 no plano XY, algumas curvas de nivel de fo e a restricdo de

fc aos valores x < G, de forma que é possivel observar o ponto Z,,,;,, = (G, Gy, fc(Gs, Gy)).

Figura 3: Superficie fo(x,y) que fornece a soma das distancias ao quadrado aos vértices
de um triangulo AABC'. Figura de cores dindmicas no plano XY e curvas de nivel. Link

interativo disponivel O

Fonte: Os autores.
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A préxima subsecao apresenta uma modificacao do problema 1, pela imposicao de restricdes
ao dominio de fo. Neste caso, a solucdo é restrita aos valores da funcdo fo definidos sobre

os lados do triangulo.

MINIMO SOB UMA RESTRICAO DE DOMINIO

Problema 01 com restricdo: Considere um triangulo AABC' qualquer e sejam A(zy,Ya),
B(zp, yp) € C(x,y.) as respectivas coordenadas dos vértices. Determine o ponto P(px,py)
sobre os lados do tridngulo de tal forma que a soma das distancias ao quadrado do ponto P
aos respectivos vértices, d = d(x,y) = PA* + PB? + PC?, seja minima.

A Figura 4 (direita) mostra o tridangulo AABC no plano XY, a funcdo fc e respectivas
intersecdes dos planos perpendiculares ao plano XY e que passam pelos segmentos AB, AC
e BC.

Como a funcdo fo deve ser restrita aos lados do triangulo, ent3ao suponha, sem perda de
generalidade, que = pertence ao segmento AB com z(A) < z(B) e seja Lap(x) = agpx + bap
a restricdo da reta passando por A e B ao intervalo [z(A), z(B)]. A restricdo de fc ao lado
AB pode ser visualizada pela intersecao da superficie fo com o plano passando pelos pontos
A, Bez=(x(A),y(A), fo(x(A),y(A))) e pode ser obtida pela expressdo (2) dada a seguir:

folwy) = > (@—x)+ @y —v)
i€{a,b,c} (2)
Lag(x) = awx +bw, z(A) <z < x(B)

Analogamente, obtém-se as expressdes (3) e (4):

fe(r,y) = D2 (z—2) +(y— )
i€{a,b,c} (3
Lac(x) = agex + b, z(B) <z < z2(C)

~—

felzy) = > (e—2) + (y—w)
i€{a,b,c} (4)
Lpo(r) = apet + by, x(A) < < z(C)

Uma anilise das expressdes, indica que no plano XY, as coordenadas dos pontos (z,y)
sao relacionadas por meio das expressdes das retas restritas aos segmentos. Logo, a variavel
y da funcdo fo pode ser substituida pelas expressdoes Lag, Lac € Lpc e, portanto, a funcao

que ser minimizada pode ser escrita como segue:
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fe(x, Lag(2)), z(A) <z < x(B)
gc =13 folz,Lpc(x)), =(B) <z < z(C) (5)
fo(x, Lac(x)), z(A) <z <z(C)

A funcdo go é definida por partes com componentes quadraticas restritas em intervalos
da reta real. No caso da restricio ao segmento AB, a expansdo dos termos binomiais e

agrupamento das poténcias de x, retornam a expressao:

f(x, LAB(.T)) = Z (33' — 1’1)2 + (y — (aabxi + bab))2

i€{a,b,c}
= (3+3a2) 2° + (—2(za + 7y + Tc) + 2006 (3bap — (Ya + Yo + ¥e)) - @

+(‘T§ + *Il% + xz + (bab - ya)2 + (bab - yb)2 + (bab - yc)Q)
Logo, a abscissa do vértice, restrita ao segmento AB, é dada por:

N (=2(xq + xp + ) + 2005(3bap — (Yo + Yo + Ye))) (6)
Vab 2(3 + 3a?,) .

Analogamente, as demais abscissas s3o:

(—2(xa + 2 + =) + 2000 (3bse + Yo + Yo + )

Ve — !
Fone 2(3 + 3a3,) g
e
o (220wt @+ Be) + 2000(3bac + Yo + Yy + Ue) (8)
tee 2(3 + 3a2,)

Suponha que respectivas abscissas dadas em (6), (7) e (8) produzam os pontos
Pl(xy,, Lag(xy,,)), P2(xy,., Lc(Ty,)) € P3(zy,., Lac(Ty,.)). Os valores extremos em
cada um dos segmentos s3o calculados por: Ey, = fo(P1), Ep. = fo(P2)) e Eue = fo(P3).

Como consequéncia, o valor minimo Z,,;, é aquele obtido por:

Zmin = min ({Eab7 Ebc> Eac}) . (9)

A Figura 4 mostra a funcdo fc, as respectivas restrices de fc aos lados do tridngulo (a
direita). A esquerda estd uma visualizacdo, no plano XY, do tridngulo AABC e das curvas
sob as restricdes aos lados. E necessario observar que os segmentos parabélicos da figura a
esquerda sdo redefinicdes da funcdo f restritas aos lados para visualizacao no mesmo plano
do triangulo e, portanto, funcdes de uma tnica varidvel z. E, portanto, um artificio para a

visualizacdo dos resultados sobre os lados do triangulo.
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Figura 4: A restricdo da superficie fc aos lados do triangulo, visualizada por meio de uma funcao
de uma variavel com pontos de minimo obtidos diretamente com o GeoGebra. Funcdo no espaco

3D e respectivas curvas reais. Link interativo disponivel @

k=55 = Hisrcw @ @
- -
45
40
= foc
Jab
fac Al
Eab
Eac
Ebc
20
15
10
5 B
A 7 '% "
25 :_T_ﬁr of B T—se 2 25 3 Yo
C 8
Q

14 44 49749 pp p| @ 2 s

Fonte: Os autores.

-

E necessario notar que as expressdes (6), (7) e (8) assumem, implicitamente, que as
abscissas dos vértices pertencem ao segmento do tridangulo. A secdo 5 ilustra graficamente
0 caso em que nao ha vértice da parabola no intervalo definido pelo segmento e respectivas

consequéncia e solucao.

5 PROBLEMA 02: PONTO DE FERMAT

Problema 02: Considere um triangulo ABC qualquer com angulos internos menores que 120
e sejam A(zq,Ya), B(xp,yp) € C(xe,y.) as respectivas coordenadas dos vértices. Determine
o ponto P(pz,py) tal que a soma distancias entre P e os respectivos vértices, D = PA +
PB + PC, seja minima.

Este é um problema conhecido da literatura e o ponto P que torna a soma minima é o
ponto de Fermat ou Steiner. Os autores [12] e [5] sdo duas referéncias para a solugdo do
problema. A solucdo completa, baseada na geometria euclidiana, é composta de dois casos
possiveis: primeiro quando todos os angulos internos do triangulo sdo menores que 120° e o

segundo quando um dos angulos é maior ou igual a 120°.

Primeiro caso: Seja P um ponto arbitrario no interior do AABC'. Construa o AAQgB’
com uma rotacdo de 60° no sentido anti-horario, com centro em A, do AAPC. De modo
similar, construa o ABQ A’ com uma rotacdo de 60° no sentido horério, com centro em B,
do ABPC e 0 AAQcC’ com uma rotacdo de 60° no sentido horério, com centro em A, do
AAPB conforme ilustrado na Figura 5.
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Figura 5: Construcdo geométrica para o caso em que todos os dngulos internos do

AABC sdo menores que 120°. Link interativo disponivel @

c

Fonte: Os autores.

Por construcdo, AAQpB' = AAPC, ABQA A" = ABPC e AAQ:C' = AAPB. Além
disso, os triangulos AACB', ABCA', AABC', AAPQ g, ABPQ s e AAPQ): sdo equilateros
e, portanto, pela desigualdade triangular PC' + PB + PA = PC' + PQ¢ + QcC' > CC', e
PC+PB+PA=BQp+PB+ QP > BB'. As igualdades ocorrem quando os pontos C,
P, Q¢ e C' e os pontos B', Qp, P e B s3o colineares. Isto é, quando P = F = CC'NBB'.

Como /BAB = ZCAC', BA = (A e BA = CA, entio ABAB' = ACAC' e
BB’ = CC". Logo, o minimo da soma PA+ PB + PC acontece quando P = F. Neste caso
/B'PA=/B'FA=/QpPA=/B'CA =60°. Ou seja, F' é conciclicocom A, B'e C e
/ZAFC = 120°. Analogamente, ZAFB = /BFC = 120°.

Segundo caso: Seja P um ponto do interior do AABC. Construa o AAP'C’ por uma
rotacdo do AAPC em torno ao vértice A e de tal forma que B, A e C’ sejam colineares
conforme ilustrado na Figura 6. Como ZBAC > 120°, entdo LCAC' = LZPAP' < 60° e
P'A=PA> PP Logo, PA+PB+PC > PP'+PB+P'C’ e, por consequéncia, a poligonal
BPP'C" tem comprimento maior o igual ao segmento BC',. Assim, PA+PB+PC > BC' =
AB + AC'. e, finalmente, AC = AC" e PA+ PB+ PC > AB + AC.

Figura 6: Construcdo geométrica para o caso em que ZBAC' > 120°. Link interativo
disponivel @

Fonte: Os autores.
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O ponto de Fermat é referenciado como X (13) dentre os pontos de Kimberling disponiveis
na Enciclopédia de Centros de Triangulos e, assim como outros centros de tridangulos, pode
ser expresso em coordenadas baricéntricas e trilineares. As referéncias [1] e [13] podem ser

consultadas para maiores detalhes e referéncias adicionais.

Ao adotar o ponto de vista das cores dinamicas da secdo 2, com esquema RGB definido
pela trinca (D, 2D, D/2) obtém-se a imagem, no plano XY, da Figura 7. A funcdo de duas
variaveis fc que contém a relac3o entre as coordenadas do ponto X (x,y) € R? e os vértices

do triangulo é dada por:

fo(ry) = > \/(x—mi)2+(y—yi)2 (10)

i€{a,b,c}

é mostrada na Figura 7. Esta combina o esquema de cores dinamicas no plano XY, a re-
presentacdo espacial 3D dos pontos com a superficie fo e as curvas de nivel. O padrdo de
sobreposicdo apresentado tem objetivo de facilitar a visualizacdo tanto da sobreposicdo da

superficie e o conjunto de pontos 3D quanto da figura 2D com as curvas de nivel de fc.

Do ponto de vista algébrico, o valor minimo da funcdo fo, (10), é obtido ao resolver
min, ,)er2(fo(7,y)). A solucdo é similar ao problema de minimizar as somas dos quadrados
das distancias e é discutida em [4]. Os autores apresentam uma perspectiva histérica do
problema e utilizam o processo de derivacdao conjugado com rotacdes e translacdoes de cada
um dos vértices do tridangulo AABC para a origem. Com o auxilio de software computacional,

reduzem as coordenadas cartesianas do ponto F' a seguinte férmula:
xp = tcla, b, c|x, + telb, ¢, alxy + tefe, a, blx. e yrp = tcfa, b, cJy, + telb, ¢, aly, + tcfe, a, bly.

(4At +V3(5* + 1 — %)) - (4AL + V3(s* — £ + u?))
8AL - (12At + v/3(s2 + 12 + u?))

em que tc[s, t,u] =

Figura 7: O esquema de cores dindmicas em 2D e 3D com sobreposicdo da superficie fo e as

curvas de nivel de fo. Link interativo disponivel {:7

Fonte: Os autores.
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A Figura 8 apresenta o ponto F', obtido por meio de procedimento geométrico, e o ponto E,
obtido por meio da férmula anterior e as curvas de nivel de fo. A verificacdo da concordancia
dos resultados é induzida pela varidvel booleana com valor Verdadeiro (true). A visualizacdo
do ponto F no espaco é apresentado na Figura 9, que mostra a restricdo da funcdo fo a um

retangulo em torno do ponto de minimo calculado.

Figura 8: Tridngulo AABC com angulo menor que 120 graus, curvas de nivel de f¢o, tridngulos
equilateros sobre os lados de AABC, ponto F e ponto E.

E = (0.18,1.35)
= (0.18,1.35)
o= F = true

4s ARRIARA i mr m o

Fonte: Os autores.

Figura 9: Superficie parcial de fo com destaque para o ponto de minimo, o tridngulo AABC no
plano XY e curvas de nivel.

Fonte: Os autores.

6 PROBLEMA COM RESTRICAO

Problema 02 com restricdo: Considere um tridngulo ABC qualquer com angulos internos
menores que 120 e sejam A(x4,Ya), B(xp,ys) € C(x.,y.) as respectivas coordenadas dos
vértices. Determine o ponto P(z,y) pertencente a um dos segmentos do tridngulo de tal
forma que a soma distancias entre P e os respectivos vértices, D = PA+ PB + PC, seja

minima.
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Seguindo argumentacdo similar ao problema 01 com funcdo (10), o valor minimo é ob-
tido por meio dos respectivos minimos restritos aos lados do tridngulo AABC. Assim, as

respectivas expressdes de fo com restricGes aos lados do triangulo s3o:

fo(w, Lap(@) = 3 y/(z = )2+ (Las(2) — )%, 2(A) < < 2(B)

1€{a,b,c}

fe(z, Lpe(x)) = {Z }\/(a? — ;) + (Lpe(z) —yi)%, 2(B) <z < z(C)
i€{a,b,c

Jo(w, Lac(x)) = {Z }W; — 22+ (Lac(z) — y:)2, 2(A) < 2 < 2(C)

A express3o a ser minimizada é idéntica aquela apresentada em (5). A Figura 10 mostra
os valores minimos restritos aos lados de um tridangulo AABC' diferente daquele considerado
no problema sem restricdo. Neste caso, evita-se a apresentacdo sobre a superficie 3D por
questao de conveniéncia da analise, pois as justificativas foram apresentadas no item anterior.
No entanto, é necessario lembrar que a Figura 10 ainda corresponde ao artificio empregado
na secdo anterior para visualizacdo no plano XY. Os pontos em que os minimos P, P, e P;

ocorrem com valores minimos E;,, Fj. € F,., respectivamente. Neste caso, o valor minimo é:
Zmin == min{Ealn Eaa Ebc}- (11)

Figura 10: Restricdes da funcdo fc aos vértices de um triangulo AABC'. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Analogamente ao caso anterior, um caso especial escapa a andlise proporcionada pela

Figura 10. Este, apresentado na Figura 11, mostra que o ponto de minimo ndo é calculado
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para o lado AC, pois a funcdo é definida no intervalo aberto, ou seja, E,. = (). O ponto de
minimo correspondente ao lado BC' é Eyw = go(2(C), Lo (x(C))) = fo(x(C), Lpc(x(C))).

As outras possibilidades podem ser analisadas de maneira analoga.

Figura 11: RestricGes da funcdo fc aos vértices de um tridngulo AABC em que um dos pontos

de minimo n3o é calculado pelo GeoGebra. Link interativo disponivel C}

Fonte: Os autores.

7 PONTO DE LEMOINE

Problema 03: Considere um tridngulo ABC qualquer e sejam A(x.,v.), B(zs,ys) €
C(z.,y.) as respectivas coordenadas dos vértices. Determine o ponto P(px,py) tal que a
soma distancias entre P e os respectivos lados AB, AC e BC, D = PAB? + PBC? + PAC?,

seja minima [5].

A demonstracdo de que o resultado anterior é o ponto de Lemoine pode ser encontrada
em [5, p. 24, 72]. A funcdo de duas variaveis que descreve o problema é baseada no conceito

elementar de distancia de ponto a reta e é dada por:

2 2
fc(il? y) _ ’lab| |la0| ‘le‘
\/ a?zb + bzb \/ aczw + bgc \/ al%c + b12;c

em que [ = Aop + baply + Capy lae = Aae + by + Cae € lpe = Ape + bpelyy + Cpe S30 as funcoes
que utilizam a equacdo de distancia de ponto as retas que contém os segmentos AB, AC e
BC'. A funcao de duas variaveis que fornece a soma das distancias requerida pode ser vista

como a soma das superficies quadraticas (2, [2, e [2, como segue:

f ( ) lzb ZZC llgc
X =
ey a’gb + btzzb CLZC + bgc a’l%c + bftzjc
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em que [2, = (awp® + bapy + Cap), 12, = (Aae® + bacy + Cac) € €m que I2, = (ape + by + Che)-

A Figura 12 mostra um esquema de cores dinamicas seguindo o padrdo adotado nos itens
anteriores. O ponto de Lemoine, denotado pelo nimero de Kimberling X (6) na Enciclopédia
de Centros de Tridngulos [1], foi obtido diretamente no GeoGebra. A andlise das curvas

concéntricas induz ao ponto de Lemoine.

Figura 12: Cores dindmicas para a soma das distancias de um ponto qualquer as retas que contém

os lados do tridngulo AABC'. Link interativo disponivel G

Fonte: Os autores.

Analogamente a secdo 4, a solucao analitica pode ser obtida por meio de procedimento
padrdo de Calculo Diferencial e Integral. O sistema de equacées produzido pela imposicdo de
V fe =0 é dado por:

2'la.b'aab 2'lac'aac 2'lbc'abc

=0
azb—i—bgb a? +b(§2w a%i—i—b%c N T+ a-y=b
2'lab'ab 2'ac'ac 2'bc'bbc:O a21.m+a22.y:b2
a’gb + b(21b agc + bgc a’gc + b?;c

em que ai; = Ggp * Qlgp + Qae * Qge + Ape * Qpe, A1z = bap * Qlap + bac * Qe + bpe + Qpe, A2 =
Gab* Bab+ Qac Bac+ e Boer Qab = an/ (a2 +02), Qe = Gac/ (a5, +V2e), Qe = ape/(az.+ b)),
Bab = bap/ (a2, 4b2%,), Bac = bac/(a2.4b2.), Bre = b/ (ah,+bj.), b1 = Cap- Ctap+Cac QaetCoe Qe
e by = Cap* Bab + Cac * Bac + Coe - Pre- A solucdo (x4, ys) pode ser obtida diretamente pela Regra

de Crammer e é dada por:

by - — b - b - — b -
€, = 1 22 2+ A12 e Y. = 2+ a11 1 G21 (12)

ail - G2 — A12 " A21 11 * Q22 — A12 * G271

A verificagdo de que (12) fornece um valor minimo para a funcdo f- pode ser feito por
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. — . . . 2 2 2 2
meio da avaliacdo do determinante da matriz Hessiana, |H| = det(H) = 869{20 . ‘96;5 - (gx’gz)

avaliada em (12):

a? a? a? b? b? b? Qap - bap Qe - b ape - e \ \ 2
Hl =4 ab+ ac+£>.<ib+£_’_£>_<2( a a + ac ac+ c c '
| I ( Agp Qe Olpe /Bab ﬁac 61)0 6ab ﬁac 6bc

Colocando u = [ Jab Qac Gbe ) bap bac Do segue pela Desigualdade de
- \/av\/a7\/a ' - \/aa\/av o ' g p g

Cauchy-Schwarz que a expressdo |H| pode ser reescrita como:

[H| =4 ((u,u) - (v,0) = (u,0)?) >0 (13)

A igualdade ocorre quando os vetores u e v sao proporcionais. Neste caso, as equacoes
das retas sdo x + Ay = Cap/Aap, T+ AY = Cac/Aae € T+ Ny = Cpe/ap.. Por consequéncia,
2
9" fc
0x?

H > 0, pois um tridangulo ndo degenerado é considerado. Como H >0 e > 0, entao o

ponto de Lemoine é um ponto de minimo.

A Figura 13 mostra a superficie fc e engloba a Figura 12 no plano XY juntamente com
as curvas de nivel sobrepostas e o ponto Z,,;,.

Figura 13: Superficie parcial de fo com destaque para o ponto de minimo, o tridngulo AABC no

plano XY e curvas de nivel. Link interativo disponivel O

Fonte: Os autores.

Uma anélise dos valores minimos sujeitos as restricdes pode ser efetuada seguindo a pro-
posta dos problemas anteriores.
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8 CONCLUSOES

Neste artigo, trés problemas envolvendo a minimizacao de quantidades geométricas foram
explorados por meio da combinacdo de elementos distintos: cores dindmicas, funcoes de duas
varidveis e geometria plana. Esta visualizacao propicia a observacdo de um aspecto lidico
da Matematica que, por sua vez, é traduzida no equacionamento e solucdes precisas por
meio de uma variedade de possibilidades. Os problemas utilizados fazem parte da literatura
e espera-se que os elementos apresentados proporcionem uma visualizacdo mais abrangente
do tema ou, no minimo interessante, do ponto de vista do ensino ou da exploracdo dos
problemas de minimizac3o. E notavel que problemas com mais variéveis n3o possam ser
tratados por tais argumentos, mas a visualizacdo inicial para a consequente exploracdo de
problemas mais complexos pode ser um ponto chave no processo de aprendizagem. Por fim, o
apelo computacional e facilidade de utilizacao dos elementos envolvidos podem atrair interesse
do publico estudante e docente.
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