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Different approaches to calculate real integrals

Abstract

We present three distinct ways to approach a real integral, a class of integrals, since the
integral depends on two parameters. The first way uses a general result, a theorem; the
second way, complex variables, through of the residue theorem and Jordan’s lemma, while
the third way, an artifice through real functions, without using the complex plane. The goal
is to make the student choose the best way to approach this class of integrals, or possibly,
propose another different way.
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Resumo

Apresentamos trés distintas maneiras de abordar uma integral real, uma classe de inte-
grais, pois a integral depende de dois pardmetros. A primeira maneira utiliza um resultado
geral, um teorema; a segunda as varidveis complexas, através do teorema dos residuos
e 0 lema de Jordan, enquanto a terceira maneira consiste em um artificio por meio de fun-
cOes reais, sem utilizar o plano complexo. O objetivo € fazer com que o estudante escolha
a melhor forma de abordar essa classe de integrais, ou eventualmente, propondo uma
outra maneira diferente.
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1 INTRODUGAO

Numa disciplina envolvendo funcdes analiticas, o calculo de integrais reais, via teorema
dos residuos e o lema de Jordan, desempenha papel crucial, em particular com vistas as
transformadas integrais, sendo estas uma metodologia para obtencdo de uma particular solucao
de equacdes diferenciais. Nas classicas transformadas de Fourier, Laplace e Mellin, as funcdes

analiticas emergem naturalmente quando devemos calcular a respectiva transformada inversa.

Em uma particular aula sobre o emprego de integracao complexa para calcular integrais
reais, surgiu a interpelacdo de um estudante querendo saber se tais integrais reais ndo poderiam
ser calculadas sem o uso das funcdes analiticas, em analogia ao calculo de vérias outras integrais
reais. A resposta de imediato foi, para algumas integrais reais, sim, esse é o caso e mencionei o

classico exemplo, pois, quando estamos estudando as integrais impréprias, a primeira integral

1= [ de (1)

1+ 22

que é calculada através da mundaca de varidvel x = tanf. Essa mesma integral serve como

que costumamos discutir é

um primeiro exemplo de integracdo utilizando o plano complexo, onde o integrando apresenta
duas singularidades do tipo polo. Assim, utilizando o teorema dos residuos e o lema de Jordan

somos levados ao mesmo resultado obtido como uma integral imprépria, a saber 7/2.

Apbs essa disciplina e a pertinente interpelacdo do estudante, passei a bonificar sempre que
emergisse uma solucdo alternativa, no sentido de ser diferente como, por exemplo, na integral
mencionada, calculada via mudanca de varidvel real, no caso trigonométrica, e o teorema
dos residuos junto ao lema de Jordan. Diante disso e da destreza de varios estudantes, ndo
demorou muito para aparecer uma outra maneira, distinta das duas anteriores envolvendo a

derivada num parametro de uma funcdo convenientemente introduzida no integrando.

O objetivo central do trabalho é a discussdo de abordagens diferentes do célculo de uma
integral real, cujo integrando estd associado a uma particular classe de funcoes, através de
trés maneiras distintas, visando motivar os estudantes a, na medida do possivel, decidirem por
uma dessas maneiras para a abordagem da integral e, eventualmente, propor uma alternativa.

A integral J sera recuperada como caso particular.

O trabalho estd disposto da seguinte maneira: na Secdo 2, introduzimos os conceitos
necessarios, numa sequéncia natural visando, ao final, o teorema dos residuos. Na Secdo 3,
primeiro, através do plano complexo, apresentamos um teorema que ¢ utilizado no calculo de
uma integral real e, logo apds, a mesma integral discutida de duas outras maneiras, com uma

conveniente mudanca de variavel e uma substituicdo por meio de um artificio.

2 PRELIMINARES

Nesta secdo, introduzimos a notacao a ser utilizada. Ainda que n3o seja uma revisao da

teoria das funcoes analiticas, apresentamos o necessario, a fim de concluir com o teorema dos
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residuos, pois € um conceito fundamental no calculo de integrais reais via funcdes analiticas.
As demonstracoes dos teoremas podem ser encontradas em livros que abordam a teoria das

funcBes analiticas, dentre os quais mencionamos [1],[2],[3] e [4].

No texto, vamos considerar x,y € Re z € C, sendo z = x +1y; k., {,m,n € Z e o, 0, i

parametros complexos.

Teorema 2.1. A funcio f(z) = u+iv comu = u(x,y) e v = v(z,y) é dita diferencidvel no
ponto z = x + 1y, numa regido do plano complexo, se, e somente se, as derivadas parciais de

primeira ordem u,, u,, v, € v, sdo continuas e satisfazem as condicées de Cauchy-Riemann

ou_ov o0 ou
or Oy or Oy

em z =x + 1y.

Definicdo 2.2. Uma funcdo f(z) é analitica num ponto z, se f(z) é diferencidvel em uma
vizinhanca de z,. A funcdo f(z) € analitica em uma regido, R, se ela é analitica em todo
ponto de R.

Definicao 2.3. Chama-se funcdo inteira a toda funcdo que é analitica em todo o plano

complexo.

Definicao 2.4. Um conjunto ¢ de pontos z = (x,y) do plano complexo é uma curva se
r=uz(t) ey =y(t), coma <t <b onde x(t) e y(t) sdo funcdes continuas do pardmetro

real t. Escrevemos z = z(t), com a <t <b, sendo z(t) = x(t) + iy(t).

Definicao 2.5. Uma curva simples ou curva de Jordan é uma curva que ndo se intercepta,
z(t1) # z(t2) quando t1 # ts .

Definicdo 2.6. Uma curva fechada é uma curva para a qual z(a) = z(b), e uma curva
fechada simples é uma curva que ndo se intercepta e z(a) = z(b). Uma curva fechada é
dita positivamente orientada quando a regido por ela delimitada encontra-se a esquerda ao

percorrermos a curva, ou ainda no sentido anti-horario.

Definicdo 2.7. Uma curva € é suave se x'(t) e y'(t) sdo fungbes continuas num intervalo

fechado [a, b] e ndo sdo simultaneamente zero no intervalo aberto (a,b).

Definicao 2.8. Uma curva € € suave por partes se ela consiste de um nidmero finito de curvas
suaves 61, %6s, %3, . . ., 6, com os extremos coincidindo, ou seja, cada curva possui como ponto

incial z(t;) e ponto final z(t;11), parai=1,2,....nea <t <b.
Definicao 2.9. Um contorno é uma curva suave por partes.

Definicao 2.10. Uma regido € conexa se dois pontos quaisquer da mesma podem ser unidos

por uma cadeia continua de um nimero finito de segmentos cujos pontos pertencem a regido.
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Definicao 2.11. Uma regido aberta e conexa é denominada dominio.

Definicao 2.12. Um dominio D, no plano complexo, é chamado dominio simplesmente conexo
se todo contorno fechado simples, em D, encerra somente pontos em ID. Ver Figura 1. Um

dominio que ndo é simplesmente conexo é dito multiplamente conexo.

Figura 1: Dominio simplesmente conexo.

D

Fonte: Elaborado pelos autores.

Teorema 2.13. (CAUCHY). Se uma funcdo f(z) € analitica em um dominio simplesmente

conexo, D, entdo ao longo de um contorno fechado simples, €, em D, temos

?{pf(z) dz =0.

Teorema 2.14. (MORERA) Se uma fun¢do f(z) € continua em um dominio, D, e se

# ferdz=0,

para todo contorno fechado, €, em D, entdo f(z) é analitica em D.

Definicdo 2.15. (SERIE DE LAURENT) Uma funcdo analitica na coroa circular, ou anel,

Ry < |z — 20| < Ry, pode ser representada pela expressao

f(z) = i Co(z—2)"

n=—oo

na regido Ry < R, < |z — z9| < R, < Ry onde os coeficientes sdo dados por

C,= L 7{0”( /() dz

2mi z — zg)"H!
e ¢ é um contorno fechado simples na regido de analiticidade encerrando a fronteira interior,

|z — 29| = Ry. Para o contorno, considere a Figura 2.
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Figura 2: Coroa circular de raios R; e Rs.

\2

Fonte: Elaborado pelos autores.

Definicdo 2.16. (RESIDUO) Seja a série de Laurent

f(z) = i C’k(z—zo)k—i-liCk(z—zg)k

k=—00
Parte principal Taylor
O particular coeficiente obtido com k = —1, é chamado residuo e denotado por C_; ou

Res f(z). Por ser um mero coeficiente da série de Laurent, temos
z2=z0

jéa f(2)dz =2miC_y = 2mi Res f(z2),

2=20

sendo € um contorno fechado simples.

Acabamos de destacar a importancia de um particular coeficiente da série de Laurent, o
residuo. Agora, ainda com a série de Laurent, vamos discutir as singularidades de uma funcao

em um ponto z = zj.

Assim, visto que a parte da série de Laurent, relativa a série de Taylor, é analitica em
z = 2z, consideramos apenas a sua parte principal, com as poténcias negativas, escrita na

forma
by b

z—zo+ +(z—zo)m

onde b,, # 0, tem uma singularidade em z = z;.

Definicao 2.17. Se a série de Laurent tem um ndmero finito de termos, a singularidade é

chamada polo e m é a ordem.

Definicao 2.18. Se a série de Laurent apresenta um nidmero infinito de termos, a singularidade

é chamada essencial.

Definicao 2.19. Se a funcdo f(z) ndo € analitica em z = 2y, mas pode vir a ser, a partir de

um certo valor de f(zy), chamamos a singularidade de removivel.
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Definicao 2.20. Se a série de Laurent contém um fator (z — z9)* com p ¢ 7, a singularidade

€ chamada ponto de ramificacao.

Definicao 2.21. Um ponto z = zy é uma singularidade isolada de uma funcdo f(z) se, em

alguma vizinhanca de z = z,, ndo temos mais singularidades de f(z).

Definicdo 2.22. Uma fungdo f(z) é analitica ou singular no infinito se g(w) € analitica ou

singular, respectivamente, em w = 0, onde f(z) = f(1/w) = g(w).

Definicao 2.23. Uma funcio € dita meromorfa se tem somente polos em um conjunto aberto

do plano complexo. Alternativamente, uma funcdo meromorfa é uma razdo de funcgdes inteiras.

Definicdo 2.24. Se a cada valor de z corresponde um sé valor de w = f(z), dizemos que
w é uma fungcdo univoca de z. Uma funcido univoca também é chamada de monédroma ou

univalente.

Definicdo 2.25. Se a cada valor de =z corresponde mais de um valor de w = f(z), dizemos
que w é uma funcdo plurivoca de z. Uma funcido plurivoca também é chamada de polidroma

ou multivalente.

Definicao 2.26. Seja f(z) uma func¢do analitica em todo lugar, dentro e sobre um contorno
fechado simples e orientado no sentido positivo, denotado por €. Se z, é qualquer ponto no

interior de €, entdo

f(z0) = L ) dz

2 Je 2 — 2
que é a chamada férmula de Cauchy.

Definicao 2.27. Seja f(z) uma funcdo analitica em todo lugar, dentro e no contorno simples

fechado e positivamente orientado, €. Se zy é qualquer ponto no interior de €, entdo

l
(s = j{ A O N
S z0) 2mi Jo (2 — )"+ ‘
paran = 0,1,2,... e fO(z) = f(20) que é conhecida como a férmula integral de Cauchy

estendida.

Teorema 2.28. (TEOREMA DOS RES{DUOS) Seja ¢ um contorno fechado simples, dentro
e sobre o qual f é uma funcdo analitica, exceto para um ndmero finito de pontos singulares

isolados z1, 2o, . .., zn, conforme Figura 3.
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Figura 3: Caminho simples orientado no sentido positivo.

4

B 4

Fonte: Elaborado pelos autores.

s

Entdo, a integralem € = ¢, U6 U%3U--- UG, é

f. f(z)dz = 27riiv:aj = QWiiV:Resf(z)
¢ j=1 j=1

Z:Zj
onde a; € o residuo de f(z) em z = z;.

Convém destacar que temos uma expressao para calcular o residuo quando a singularidade

€ um polo, ou polar, dada pelo Teorema 2.29.

Teorema 2.29. (POLO DE ORDEM k) Se a singularidade de f(z) é um polo de ordem k, o
residuo, a_1, em z = zy, pode ser calculado através da expressido

1 d! k
a_1 = WW {(Z - ZO) f(Z)}

z=z0

Definicao 2.30. Uma funcdo f(z) tende a zero, f(z) — 0, uniformemente quando R — oo
no caminho ¢y se |f(z)] < Kr onde Kpr depende somente de R (ndo do argumento) e

Kr — 0 quando R — oc.

Lema 2.31. (LEMA DE JORDAN) Suponha que sobre o arco circular € tenhamos f(z) — 0
uniformemente quando R — oo. Entao,

lim e f(z)dz =0

R—o00 JgR

com « > 0.
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Definicao 2.32. O valor principal de Cauchy de uma integral imprépria,

“+o0o
/ f(z)dz
com notacdo PV, é dado por
pv [ fa)de = tim [ f(x)d
[ e = Jim [ ) d

Se a integral imprépria é do tipo onde a funcdo é ilimitada no intervalo de integracdo, a

definicdo do valor principal de Cauchy, neste caso, é dada por

PV /bf(x) dz = lim (/“f(:::) dz + /i (@) d:c)
onde ¢ € [a,b] é um ponto singular de f(x).

3 CALCULO DE UMA INTEGRAL REAL

Nesta secdo, nos propomos discutir uma integral real a partir de trés maneiras distintas.
A integral J, apresentada na Equacdo (1), serd recuperada como caso particular. Visto que
fizemos uma breve mencdo dos conceitos das funcdes analiticas, comecamos com o calculo
da integral real utilizando o ferramental das funcdes analiticas, com destaque para as funcoes
polidromas [1]. Ao final da secdo vamos discutir a mesma integral através de duas outras

maneiras.

3.1 Utilizando o plano complexo

Iniciamos com a discussdo de uma integral geral, dependendo de uma funcdo e de um
parametro, que devem obedecer a certas restricoes, o que vamos fazer através de um teorema.
Assim, antes de apresentar o teorema, facamos as devidas consideracdes sobre f(z), como
sendo uma funcdo racional que n3o apresenta polos na parte positiva do eixo real e 4 € C, de

modo que a integral,

) = [ () do

esteja bem definida. Note que a integral J(u), para certas funcdes f(z) e em uma particular
faixa de analiticidade [5], pode ser interpretada como a transformada de Mellin de f(z),
caso contrario, é apenas uma integral que depende de um paradmetro. Ainda mais, note que
na transformada de Mellin, J é um operador atuando na funcdo f(z), com nicleo z571 e,
uma vez que existe tal transformada, resulta na funcdo J(s). Além disso, para p = 1 e

f(x) = (1+2%7 J(1) = J, ou seja, a integral J é recuperada como caso particular.

Entdo, devemos impor certas condicdes (restricdes) tanto no pardmetro u, quanto na

funcdo f(z), de modo que a integral seja convergente. Comecamos com os dois limites
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extremos da integral real, onde devemos ter as condicdes

lir% fz) — Axk, A = constante, ke€Z
T
e

lim f(z) — Bz, B = constante, (€ Z.

Como vamos nos assegurar, essas condicoes sao necessarias a fim de que as integraces no
plano complexo, sobre as duas circunferéncias, ndo contribuam para o teorema dos residuos.
Vamos relacionar essas duas condicdes com o parametro u, expoente de um fator multiplicativo

de f(x), ou seja, na vizinhanca de z = 0, a func&o integrada deve ser tal que

lim 2"~ f(z) — Azt TEt
z—0

de modo que neste extremo a integral ndo seja divergente, logo

—1+4+k+ Re(p) > —1, k4 Re(u) > 0.

Analogamente, na vizinhanca do infinito, devemos ter

lim o' f(z) — B!

T—00

e, a fim de que a integral seja convergente, temos

—14+ ¢+ Re(p) < —1, ¢+ Re(p) < 0.

Com essas duas imposicoes, relativamente aos dois extremos da integral, emerge natural-
mente a restricao
—k < Re(p) < —4 (2)

o que implica que a integral real s estara definida se ¢ < k.

Assim, podemos resumir de tal forma que, se ¢ < k a integral J(u) é convergente para

todo p satisfazendo a condicdo dada pela Equacdo (2).

Teorema 3.1. Sejam ( k € Z tal que ¢ < k, u € C e f(x) uma funcdo racional que ndo

apresenta polos na parte positiva do eixo real, entdo a integral real

) = [T () do

converge se, e somente se, —k < Re(u) < —{ e tal que
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671'71'“ n

J() = —m——— > Res {z“_lf(z)}

sen i i =z

Prova. A fim de provarmos o teorema, vamos considerar a seguinte integral no plano

complexo
T() = § 7 ()

sendo o contorno I' = L; U Cr U Ly U C,, simples, fechado e orientado no sentido positivo,
anti-horario, composto por duas circunferéncias concéntricas de raios ¢ e R, centradas na

origem, e dois segmentos de reta, conforme Figura 4.

Figura 4: Contorno excluindo o ponto de ramificacdo z = 0.

Im 2

Cr

Fonte: Elaborado pelos autores.

Note que excluimos a linha de corte, parte positiva do eixo real x, onde a funcdo f(x) ndo
apresenta singularidades polares. Vamos percorrer o contorno, utilizar o teorema dos residuos

e tomar os limites e — 0 e R — oo.

Ainda mais, podemos escrever para as duas circunferéncias, aquela de raio ¢, orientada no

sentido horério (negativo), a parametrizacdo
r=ce"”, 0<6<2m,
enquanto a outra, orientada no sentido anti-horério (positivo), é tal que

r = Re", 0<6<2m,
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e os dois segmentos paralelos a linha de corte, proximos a ela, um no primeiro quadrante e
o outro no quarto quadrante. Note também que, na Figura 4, a curva C. esta orientada no
sentido horario, com 0 variando de 27 a 0. Porém, ao utilizarmos o valor de 8 variando de 0
a 2m, o sinal da integral muda, o que equivale a mudarmos a orientacao da curva C, para o

sentido anti-horario.

Diante dessas consideracoes e utilizando o teorema dos residuos, temos
n
J(p) =2mi Y Res [z“’lf(z)} .
k=1

Vamos agora percorrer o contorno I', composto das duas circunferéncias e dois segmentos

de reta, isto é, dividido em quatro partes, ja explicitando os limites, de onde podemos escrever

I =tim [ RE)dz+ [ Ri(e)de+ Jim [ R(z)dz- / R_(z)dx

e—0 C. —00 JCRr Lo

onde introduzimos a notacdo R(x) = z*~!f(x), sendo

oy

+
5
I

o f () x>0,
R (z) = at lf(x)e¥ =D 7z <.

A primeira e a terceira integrais sao nulas devido as restricbes impostas em relacao ao
pardmetro, —k < Re(z) < —¢ com ¢ < k. Restam-nos, assim, as integrais sobre os dois

segmentos paralelos ao eixo horizontal,

T = [ [R(2) = R-(2) da,
cujo integrando permite escrever
Ry(z) —R_(z) = z''f(x) [1 - 62”(“_1)}
de onde segue
J () = —2ie™ Y sen[r (1 — 1)]J(n)
que, isolando J(u), a integral que desejamos calcular, e simplificando, fornece

i e~

J(w)

S

" 2sen g
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Por outro lado, J(p) ja foi calculada via teorema dos residuos, logo

) = ie_m{mif{es [z“‘lf(Z)]Hk}

2 sen TH =1
e imH n

= —m——— > Res [z“_lf(z)}

senmu z=2k

que € o resultado desejado. U

Teorema 3.2. Sejam f(z) uma funcdo analitica que ndo apresenta pontos singulares no

semieixo real positivo e p um pardmetro inteiro. Se as condicées

lim[2F f(z)] = 0 = lim [27f ()],

z—0 Z—00

valem, entdo, segue o resultado

/Ooo P (2) do = T Zn: Res [(—z)p_lf(z)]

sen pmw k=1 2=z
onde zy, 29, . . ., 21, 30 os polos de f(z) e (—2)P~! = exp[(p — 1) In(—2)].
Prova. Consequéncia do TEOREMA 3.1. 0

Aqui, antes de apresentar outras maneiras de calcular uma integral real, € um ponto in-
teressante onde o estudante pode se certificar do resultado, exercitando-se com um caso
particular. Por exemplo, considere o pardmetro p = 1 e a funcdo f(z) = (1 +2%)7! a

fim de mostrar que a integral é 27v/3/9, bem como recupere o resultado da integral J.

3.2 Uma mudanca de variavel e o plano complexo

Como uma outra maneira para calcular integrais reais, antes de utilizarmos o plano com-
plexo é conveniente primeiro efetuar uma mudanca de varidvel. Para tal, vamos considerar
uma funcao no integrando que n3o tenha pontos singulares na parte positiva do eixo real.

Entdo, propomos o célculo da seguinte integral

o x.“‘_l
pm) = [ T "

com n e p parametros reais com 0 < pu < 2n.

Comecamos por introduzir a seguinte mudanca de varidvel 22" = ¢. Calculando a derivada

J(p,n) ! /wt;"_ldt
n)=— .
H: 2nJo 1+t

e rearranjando, obtemos

A partir desse integrando, concluimos que t = —1 é um polo simples e £t = 0 é um ponto
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de ramificacdo. Para calcular essa integral real, vamos considerar uma conveniente integral no

plano complexo
1

A
%Z% dz
rl—+z

onde I' é o contorno, como na Figura 4, contendo agora, o ponto z = —1 em seu interior,

contribuindo assim com o residuo. Percorrendo o contorno, orientado no sentido positivo e

utilizando o teorema dos residuos, podemos escrever a soma das quatro contribuicoes

0o t%—l Z%—l 0 (t 62iﬂ)%—1 Z%—l
dt + d +/‘——————dﬁ+ d
A 1+t en 1tz T T 1 c.1+z 7

= 2mi Res(z = —1),

que, rearranjando, permite escrever

1 (o 00 ¢3! i 23~
— {1—62”(% 1)} / dt = — lim (z 4+ 1) ,
2n o 141t n z—-1 1+ =2
pois as integrais sobre os contornos C'g e C v3o a zero, respectivamente, nos limites R — oo
e € — 0. Calculando o residuo, utilizando a relacao de Euler, escrevendo o seno em termos de

exponenciais e simplificando, obtemos

T

. —
/OOth 1dt: 2n
o 1+t sen(w’u)
2n

com 0 <y < 2n, que é o resultado desejado. Como um interessante caso particular, conside-

ramos 1 = n + 1, com a condicdo 0 < n + 1 < 2n, temos

T
/‘4————dx:4——ﬂ——.
o 14 a2 oS (W)
2n

3.3 Substituicao e artificio

Por fim, vamos apresentar o calculo da integral J(11, n) através de um artificio, popularizado
por Feymann, onde é introduzida uma funcdo (as vezes apenas um pardmetro) no integrando
que permita efetuar a derivada no parametro e que nos leve a uma integral mais simples de

ser resolvida.

Uma vez calculada a integral, dependente do parametro, voltamos a fim de determinar a

integral de partida.

Assim, consideremos um pardmetro « e a funcdo exp[a(l + 22")], com a < 0. Note que

essa funcao estd bem definida em ambos os extremos de integracdo. Diante disso, devemos
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resolver a integral
o0 n m“il
J(p,n, « :/ e PR
(i ) 0 1+ a2

e, ao final, considerar &« = 0 a fim de recuperar a integral desejada.

Entao, primeiro derivamos ambos os membros em relacdo ao pardmetro «, e rearranjamos
na seguinte forma

o ax?” _p—1
et da.

diJ(u,n,oz) = eo‘/

0

Segundo, introduzimos a mudanca de varidvel ax?" = u de onde calculando a derivada e

simplificando, obtemos

d @ o
—J(p,n, o) = 67/ eturt du.
0

In
da 2n aen

A integral resultante é uma integral conhecida, pois, é a representacao da funcao gama,

de onde segue
d « s
@J(ﬂvnv Oé) = gin(_&)iéinr (M)
onde I'(+) é uma funcdo gama.

Agora, vamos integrar no parametro o de onde segue

1 o0
J(p,n) = % (2/;)/0 e a7 da.

Cabem duas observacoes, primeira, uma vez integrado o primeiro membro, esse ndo de-
pende da varidvel de integracdo (uma varidvel muda) e, segunda, a integral tem os extremos
zero e infinito, pois em ambos a integral estd bem definida, ou seja, a integral converge. Ainda

mais, note que n3o fizemos uso das funcdes, ou ainda do plano complexo.

Entdo, a partir da representacdo para a funcao gama, podemos escrever

= 1 () (- 2)

Ainda mais, vamos simplificar esse resultado, utilizando uma relacdo entre as funcoes gama

e o seno trigonométrico, logo
v

_ o
J(p,n) = (W/L)
sen | —
2n
que é o resultado desejado, o mesmo obtido através de uma outra metodologia, no caso

utilizando as funcdes analiticas e o plano complexo.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

Diante de uma situacdo ocorrida dentro de sala de aula, apresentamos a forma geral para
o célculo de uma integral real através das varidveis complexas, particularizando para aquela
mencionada na respectiva aula. Para essa integral, apresentamos mais duas op¢des para o seu
calculo, uma delas, um misto de variavel real e variavel complexa, como vimos, simplificou a
integracao no plano complexo, e outra apenas com as variaveis reais onde, o preco a pagar é
ter conhecimento da funcao gama, o que ndo ocorreu com a integracao no plano complexo,

ou ainda fazendo uso das funcdes analiticas.

Ainda que seja uma secao para consideracoes finais, é importante mencionar que cabe ao
estudante discernir qual a melhor maneira de abordar o exercicio/problema, pois, de posse
dessas trés maneiras, cada uma delas com as suas particularidades, a escolha requer treino e
mais treino. Entendemos que, sé assim, com bastante treino, o estudante fard a opcao mais

adequada e, eventualmente, venha a propor uma maneira alternativa.
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