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Abstract

In general, the calculation of the inverse Laplace transform directly from the definition, given
by the Bromwich integral, is very difficult. As an alternative, numerical inversion methods are
used. In this article, we study the precision and machine time of the Fixed Talbot, Dubner-
Abate, Durbin, Gaver-Stehfest and Euler methods. Specifically, we performed several com-
putational experiments based on our own implementation of these methods. Furthermore,
performance is evaluated for test functions that usually occur as part of solutions to ordi-
nary differential equations. The results of the computational experimentation allow us to
conclude that the Fixed Talbot method presents the best performance.
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Resumo

Em geral, o célculo da transformada de Laplace inversa diretamente da definicio, dada pela
integral de Bromwich, é muito dificil. Como alternativa séo utilizados métodos numéricos de
inversdo. Neste artigo, estudamos a precisao e 0 tempo de maquina dos métodos de Talbot
Fixo, Dubner-Abate, Durbin, Gaver-Stehfest e Euler. Especificamente, realizamos diversos
experimentos computacionais a partir da implementagéo prépria destes métodos. Ainda, 0
desempenho € avaliado para fungdes teste que ocorrem usualmente como parte das solu-
¢Oes de equacdes diferenciais ordindrias. Os resultados da experimentagéo computacional
permitem concluir que o método de Talbot Fixo apresenta o melhor desempenho.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Transformada inversa de Laplace; Métodos
numéricos de inversdo.
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1 INTRODUGAO

A transformada de Laplace permite modificar equacg6es diferenciais ordinarias em
equacdes polinomiais. Atransformada de Laplace da funcao f(¢) é definida por F(s) =

L(f(t) = / f(t)e **dt, em que s € um nimero real ou, mais geralmente, complexo

0. ~ ~ - - 7 e
[1]. Suas aplicacdes estado nas mais diversas areas como, por exemplo: na anélise de
circuitos eletrdnicos [2], modelagem de disperséo de poluentes [3].

Na prética, o grande desafio do emprego da transformada de Laplace na reso-
lucdo de problemas complexos encontra-se em sua inversdo. Esse fato se deve a

complexidade da aplicacdo direta da definicdo da transformada inversa de Laplace

. . 1 fytiee .
dada pelaintegral de Bromwich f (t) = 2—/ e* I (s)ds,Vt > 0. Alternativamente,
T Jy—ioo

empregam-se métodos numéricos de inversao da transformada de Laplace. O obje-
tivo deste trabalho é estudar o desempenho de alguns desses métodos, analisando
sua precisdo e tempo de maquina quando aplicado a funcdes teste que ocorrem fre-
guentemente em solu¢des de EDOs. Tais métodos numéricos foram implementados
no software livre Scilab. Em particular, foram escolhidos os métodos numéricos de
inversdo Talbot Fixo [4], [5], Dubner-Abate [6], [7], [8], Durbin [8], Gaver-Stehfest [9],
[10] e Euler [11], [12]. Na segunda sec¢dao, introduzimos os métodos numéricos e suas
férmulas, para, na terceira secéo, apresentar os resultados obtidos através da sua im-
plementacdo no Scilab utilizando de gréficos, tabelas com os erros absolutos entre as
aproximacdes obtidas da aplicacdo dos métodos numéricos de inversao e as funcoes
teste, e tabelas com o tempo de maquina de cada método numérico para cada funcéo
teste.

2 MATERIAIS E METODOS

Neste trabalho sdo avaliados cinco métodos numeéricos de inversdo da transfor-
mada de Laplace.

2.1 Método de Talbot Fixo

Dentre os muitos métodos numéricos, um certamente muito notorio foi o Talbot Fixo,
criado em 1979, onde o “Fixo” do nome vem do parametro r do algoritmo, um valor fixo
definido para que todas as singularidades da transformada figuem a sua esquerda.
Este método é muito eficiente, sendo aplicavel para quase todos os casos, com exce-
¢éo de casos de infinitas singularidades e nUmeros imaginarios que se estendem ao
infinito. O que torna este método tao inovador é o fato de deformar o contorno padréo
na integral de Bromwich [4]. Segue abaixo a formula do método [5]:

r

f(t,M) = i {%F (r)exp (rt) + Z_ Re [exp (ts (0;)) F (s (0x)) (1 + io (Qk))]} ., (@
k=1
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2M km
= — .: —1 pr— ) _— = —
r Ntt,t>0,z V—1,5(0)=r0(cot 0 +1i), —m <0 <, b A

o(@)=0+ (0 cot @ —1)cot 0, F (s)=LA{f(t)}.

2.2 Método de Dubner-Abate

O método Dubner-Abate foi criado em 1968, e ele apresenta a inverséo da trans-
formada de Laplace através da transformada de cosseno de Fourier finita [6]. Dubner-
Abate resulta num erro pequeno ao especificar uma linha na metade direita na escolha
do contorno da integral. Na época em que este método foi criado, ele inovou por ser
muito facil de implementar, além de ser bem rapido nos computadores da época [7].
Segue abaixo a férmula do método [3]:

et [1 NSUM
f(6.T) = = | JRe {F ()} + > Re{F(a)}cos(0)] )
k=1
NSUM > 200,a:a+¢%ﬂ,9= k%t,F(s) =L{f®)},i=+—1,
Re(s) > a >0,
t < r
> 5

2.3 Método de Durbin

Em 1974, Durbin desenvolveu um método numérico muito similar ao Dubner-Abate
composto pela fungéo que estd sendo invertida e fun¢des exponenciais, seno e cos-
seno. A funcado seno foi adicionada nesse método para ter um coeficiente de erro
menor comparado ao método Dubner-Abate. No Durbin, o erro da inversa de f(t) in-
dependente de ¢, ao invés de exponencial em ¢, e as seéries trigonometricas apuradas
de f(¢) no que se referem a F'(s) funcionam num periodo de 27". Durbin foi escolhido
para esta pesquisa devido ao fato dele ser uma continuacéo natural de Dubner-Abate,
logo uma comparacao entre os dois pareceu deveras interessante. Segue abaixo a
férmula do método [8]:

f,T) = %at —%Re {F(a)} + Z Re{F (a)}cos(0) — Im{F (a)}sen(0)|, (3)

NSUM > 200, 0 = a—i—ik%,& - k%t,F(s) = L{f ()}, i=v—],

Re(s) >a>0,0<t<2T.
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2.4 Método de Gaver-Stehfest

Surgido em 1966 no trabalho de Donald P. Gaver Jr. e desenvolvido posteriormente
em 1970 por Harald Junior, Gaver-Stehfest se tornou muito popular devido sua simpli-
cidade e eficiéncia. Ele € utilizado em diversas areas, como por exemplo, a geofisica
e quimica [9]. Uma das vantagens desse método é poder somente olhar para o eixo
dos reais. Segue abaixo a formula do método [10]:

N
P =22y (B2, @

a=k? (2K)!, 8 = (E - k;)!(k)!,é =(U—kN2k—-)t>0,F(s)=L{f(t)},
N € um numero par.

2.5 Método de Euler

Desenvolvido por Joseph Abate e Ward Whitt e publicado em 1995, o método Euler
veio como um algoritmo simples para ajudar com funcdes de distribuicdo cumulativa
de probabilidade. Apesar disso, ele também funciona com outras funcdes [11]. Ele é
baseado na transformacéo da integral de Bromwich para uma transformada de Fourier
e depois utiliza de uma série via discretizacdo trapezoidal para aproximacao. Para
acelerar a convergéncia da série, € utilizado o somatério de Euler [12]. Segue abaixo
a formula para o método:

it =3 ()2 st ®)
sn(t) = %Re {F (%)} + ? ]; (=1)* Re {F <A+2—3km) } :

3 RESULTADOS

Segue abaixo as tabelas e gréaficos de resultados obtidos com os métodos numé-
ricos de inversao para cada funcdo. Como objetivo € analisar o0 comportamento dos
métodos, foram escolhidos diferentes tipos de fun¢bes para a pesquisa, sendo ela uma
funcdo constante, f(¢) = 1, uma funcéo linear, f(¢) = ¢, uma funcéo poténcia, f(t) = ¢,
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uma funcdo trigonométrica, f(t) = sen(t), uma funcdo hiperbdlica, f(t) = cosh(t), e
uma fungéo exponencial, f(t) = e~*. Para obter os resultados abaixo foi escolhido um
dos parametros livres de cada um dos método numéricos para ser alterado, onde se
escolheu um valor e foi testado valores abaixo e acima dele, sempre em busca dos
melhores resultados. Com Talbot Fixo alteramos o M e foi escolhido M = 50, man-
tendo N, = 7. Para Dubner-Abate foi alterado o parametro livre T até se chegar a
T = 30, mantendo o7 = 7. Em Durbin, o parametro T foi escolhido e chegou ao valor
de T = 20, com a7 = 7 em todos os testes. Para Gaver-Stehfest, as mudancas de
valores foi em NN e foi encontrado o valor N = 18 como melhor op¢do. Por fim, para
Euler foi alterado o parametro m, enquanto os parametros n e A nao foram alterados,
chegando, assim, aos valores m = 11, n = 15 e A = 18, 4. Abaixo segue as discussdes
dos resultados para cada fungdo acompanhadas de graficos e tabelas, onde os erros
de ordem E-03 foram considerados com boa precisao.

Para a fung@o f(t) = 1 tem-se resultados precisos para 0s métodos numéricos
de inversdo Talbot Fixo, Dubner-Abate, Gaver-Stehfest e Euler. Durbin apresentou
resultados com baixa precisdo, com excecao parat = 3 e t = 4, onde houve uma
reducdo no erro. Apesar de 7' = 20 ser a melhor opgéo para a o Método numeérico
de Durbin e ter apresentado resultados bem satisfatorios, para essa funcéo, obteve-se
melhores resultados com 7' = 30. Segue abaixo as tabelas de preciséo e tempo de
maquina, e o grafico de comparagéo para f(t) = 1.

Figura 1: Gréfico de comparacéo para f(t) =1
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Tabela 1: Comparacgéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a funcéo f(t) = 1

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate | Durbin | Gaver-Stehfest Euler
1 | 1,247E-11 3,76E-04 1,43E-02 5,349E-07 6,076E-09
2 | 1,247E-11 2,37E-04 1,01E-02 5,349E-07 6,076E-09
3 | 4,157E-11 3,26E-05 9,44E-03 6,193E-07 6,076E-09
4 | 1,247E-11 1,70E-04 9,89E-03 5,349E-07 6,076E-09
5 | 6,319E-11 2,01E-04 1,10E-02 8,666E-07 6,076E-09
6 | 4,157E-11 8,26E-05 1,27E-02 6,193E-07 6,076E-09
7 | 3,563E-11 1,84E-04 1,49E-02 2,247E-06 6,076E-09
8 | 1,247E-11 2,43E-04 1,79E-02 5,349E-07 6,076E-09
9 | 2,217E-11 1,98E-04 2,15E-02 1,372E-06 6,076E-09
10 | 6,319E-11 2,74E-04 2,61E-02 8,666E-07 6,076E-09

Fonte: Elaborada pelos autores.

Tabela 2: Tabela de tempo de maquina dos métodos numéricos para a fungdo f(t) = 1 em
segundos

Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0387
Dubner-Abate 0,0196
Durbin 0,0359
Gaver-Stehfest | 0,2263
Euler 0,0500

Fonte: Elaborada pelos autores.

Com f(t) = t tem-se resultados precisos para todos métodos numéricos. Para o
método numérico Euler, também foi obtido resultados interessantes nessa fungdo com
m = 13. Segue abaixo as tabelas de precisdo e tempo de maquina, e o gréafico de
comparacao para f(t) = t.

Tabela 3: Comparagéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a funcéo f(t) =t

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate | Durbin | Gaver-Stehfest Euler
1 | 1,04E-12 1,47E-03 1,69E-05 3,642E-07 3,042E-08
2 2,07E-12 1,2E-03 1,28E-05 7,284E-07 6,084E-08
3 | 6,93E-12 1,23E-04 3,67E-05 3,3E-07 9,127E-08
4 | 4,15E-12 3,47E-04 6,78E-05 1,456E-06 1,216E-07
5 2,41E-11 1,43E-03 1,11E-04 9,839E-07 1,521E-07
6 1,39E-11 5,01E-04 1,73E-04 6,601E-07 1,825E-07
7 1,19E-11 5,21E-04 2,6E-04 1,884E-06 2,129E-07
8 | 8,31E-12 3,06E-03 3,83E-04 2,913E-06 2,433E-07
9 7,4E-12 2,28E-03 5,59E-04 5,036E-06 2,738E-07
10 | 4,82E-11 3,69E-03 8,07E-04 1,967E-06 3,042E-07

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 2: Grafico de comparagéo para f(t) =t
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Tabela 4: Tabela de tempo de maquina dos métodos numéricos para a fun¢éo f(¢t) = t em
segundos

Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0375
Dubner-Abate 0,0202

Durbin 0,0390
Gaver-Stehfest | 0,2142
Euler 0,0502

Fonte: Elaborada pelos autores.

Ao realizar a transformada de Laplace inversa em f(t) = t?, tem-se resultados pre-
cisos para Talbot Fixo, Gaver-Stehfest e Euler. Também foi possivel encontrar 6timos
resultados em Euler com m = 13 para essa funcao. Durbin teve resultados pouco pre-
cisos para todos os valores de ¢, enquanto Dubner-Abate comegou com baixa precisao
e um aumento consideravel no seu erro conforme ¢ cresceu. Segue abaixo as tabelas
de preciséo e tempo de maquina, e o grafico de comparagéo para f(t) = 3.
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Figura 3: Gréafico de comparacgdo para f(t) = t3
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Tabela 5: Comparacéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a fungéo f(t) = t3

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate | Durbin | Gaver-Stehfest Euler

1 2E-14 4,61E-01 5,73E-02 3,585E-08 2,756E-07
2 1,9E-13 6,11E-01 6,16E-02 2,868E-07 2,205E-06
3 7E-13 8,32E-01 6,61E-02 2,967E-07 7,442E-06
4 | 151E-12 1,162 7,08E-02 2,294E-06 1,764E-05
5 1,7E-11 1,655 7,58E-02 5,31E-06 3,445E-05
6 6E-12 2,392 8,09E-02 2,373E-06 5,954E-05
7 | 6,99E-12 3,496 8,63E-02 2,397E-05 9,455E-05
8 | 1,205E-11 5,15 9,2E-02 1,835E-05 1,41E-04
9 | 3,399E-11 7,628 9,78E-02 3,52E-05 2,01E-04
10 | 1,299E-10 1,133E+1 1,04E-01 4,248E-05 2,76E-04

Fonte: Elaborada pelos autores.

82

Tabela 6: Tabela de tempo de maquina dos métodos numéricos para a fungdo f(t) = t3 em

segundos
Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0781
Dubner-Abate 0,1670
Durbin 0,3122
Gaver-Stehfest | 0,2311
Euler 0,2241

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Na funcgéo sen(t), encontrou-se resultados precisos para Talbot Fixo, Dubner-Abate,
Durbin e Euler. Com m = 13, foi possivel, também, encontrar resultados precisos para
Euler. Gaver-Stehfest apresentou resultado preciso para t =
a precisdo conforme ¢ aumentou. Segue abaixo as tabelas de precisédo e tempo de

maquina, e o grafico de comparagéo para f(t) = sen(t).

Tabela 7: Comparacgéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a funcédo f(t) = sen(t)

Figura 4: Grafico de comparacao para f(t) = sen(t)
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate | Durbin | Gaver-Stehfest Euler

1 1,58E-12 1,61E-03 1,73E-05 1,714E-07 1,234E-09
2 1,63E-12 1,03E-03 4,86E-05 1,02E-03 3,282E-09
3 5,5E-12 1,2E-04 7,32E-05 1,12E-02 3,516E-09
4 | 2,95E-12 7,05E-04 1,04E-04 3,3E-02 6,488E-09
5 | 2,182E-11 8,95E-04 1,48E-04 2,79E-02 5,221E-09
6 1,57E-11 3E-04 2,1E-04 2,07E-01 9,609E-09
7 | 5,78E-12 6,84E-04 2,99E-04 1,88E-02 5,908E-09
8 | 5,54E-12 1,23E-03 4,24E-04 4,17E-01 1,279E-08
9 | 1,661E-11 5,7E-04 6,01E-04 3E-01 5,005E-09
10 | 3,406E-11 8,15E-04 8,5E-04 3,52E-01 1,646E-08
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Tabela 8: Tabela de tempo de maquina dos métodos numeéricos para a func@o f(t) = sen(t)
em segundos

Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0390
Dubner-Abate 0,0243
Durbin 0,0428
Gaver-Stehfest | 0,2763
Euler 0,0546

Fonte: Elaborada pelos autores.

A funcéo mais complicada de conseguir resultados precisos foi a fungéo cosh(t). O
Talbot Fixo foi a inico método numérico de inversao que conseguiu realizar a inverséao
para todos valores ¢ com uma margem de erro pequena. Euler conseguiu resultados
precisos parat < 4. Dubner-Abate, Durbin e Gaver-Stehfest ndo conseguiram realizar
a inversdo, sendo o Gaver-Stehfest, entre os trés, o que achou os resultados mais
discrepantes, com exce¢ao em ¢t = 1, o qual o resultado foi preciso. Segue abaixo o
grafico de comparacéo para f(t) = cosh(t).

Figura 5: Grafico de comparagéo para f(t) = cosh(t)
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Tabela 9: Comparagéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a fungéo f(t) = cosh(t)

Fonte: Elaborada pelos autores.

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate Durbin Gaver-Stehfest Euler

1 | 2,555E-11 1,652 1,373 9,84E-03 9,871E-08
2 | 1,473E-11 3,866 3,704 6,683E+2 2,055E-06
3 3,32E-11 1,014E+1 1,005E+1 1,714E+5 4,135E-05
4 | 1,799E-11 2,735E+1 2,730E+1 2,242E+7 8,31E-04
5 | 6,819E-11 7,4241E+1 7,421E+1 7,166E+8 1,67E-02
6 | 6,301E-11 2,0173E+2 2,017E+2 6,075E+9 3,36E-01
7 | 3,205E-11 5,483E+2 5,483E+2 9,818E+10 6,815

8 2E-11 1,490E+3 1,490E+3 8,536E+10 1,487

9 2E-11 4,051E+3 4,051E+3 2,5E+12 8,237E+3
10 2E-11 1,101E+4 1,101E+4 9,385E+10 1,379+4

Tabela 10: Tabela de tempo de méquina dos métodos numéricos para a fun¢éo f(t) = cosh(t)

em segundos

Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0387
Dubner-Abate 0,0279
Durbin 0,0423
Gaver-Stehfest | 0,2245
Euler 0,0558

Fonte: Elaborada pelos autores.

Em f(t) = e~* obteve-se resultados precisos com Talbot Fixo, Dubner-Abate Gaver-
Stehfest e Euler. Durbin teve baixa precisdo, com excecdo det = 3 et = 4, onde o
resultado teve um reducdo no erro, e encontrou erros menores com 7' = 30. Segue
abaixo o grafico de comparacéo para f(t) = e .

Tabela 11: Comparagéo do erro absoluto nos métodos numéricos para a funcéo f(t) = e™*

Fonte: Elaborada pelos autores.

t | Talbot Fixo | Dubner-Abate | Durbin | Gaver-Stehfest Euler
1 2,15E-11 1,97E-03 1,43E-02 4,015E-08 3,354E-09
2 1,13E-11 1,26E-03 1E-02 4,003E-07 3,448E-09
3 2,47E-11 1,5E-04 9,36E-03 3,793E-07 2,988E-09
4 | 492E-12 8,62E-04 9,78E-03 2,366E-06 2,436E-09
5 4,41E-11 1,11E-03 1,08E-02 3,929E-06 1,843E-09
6 3,14E-11 3,59E-04 1,25E-02 6,496E-07 1,235E-09
7 3,46E-11 8,49E-04 1,46E-02 3,311E-06 6,405E-10
8 1,29E-11 1,47E-03 1,74E-02 5,392E-06 7,821E-11
9 | 5,81E-12 7,44E-04 2,09E-02 5,04E-06 4,323E-10
10 | 3,18E-11 9,73E-04 2,52E-02 3,2E-06 8,772E-10
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Figura 6: Grafico de comparacéo para f(t) = e™*
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Tabela 12: Tabela de tempo de maquina dos métodos numéricos para a fungdo f(t) = et em
segundos

Método numérico | Tempo
Talbot Fixo 0,0376
Dubner-Abate 0,0240

Durbin 0,0339
Gaver-Stehfest | 0,2110
Euler 0,0531

Fonte: Elaborada pelos autores.

4 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Dentre os métodos numéricos de inversdo estudados, o Talbot Fixo foi o0 Unico a
apresentar precisdo em todas a fungdes. Ele apresentou o tempo de maquina médio
de 0, 0449 segundos, sendo o mais rapido. Euler foi outro método que se destacou,
apresentando precisédo para todos valores de t em todas as fungdes, com excecao do
cosseno hiperbdlico, além de ter apresentado um bom tempo maquina, 0,0813 segun-
dos. Dubner-Abate demonstrou ser bem eficiente em termos de tempo maquina, pois
teve um desempenho bem proximo do Talbot Fixo, em média 0, 0471 segundos. Durbin
e Gaver-Stehfest executaram em média 0, 0835 segundos e 0, 2305, respectivamente.
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5 APLICACOES

A partir do discutido acima, decidiu-se empregar o método de melhor preciséo,
Talbot Fixo, que também apresentou rapido desempenho, para testar sua eficiéncia
em algumas aplicacbes. A primeira é a distribuicdo de temperatura em uma barra,
onde se tem 0 seguinte problema:

u = KUy, S€x >0et >0,
u(t,0)=0,set >0,
u(t,1)=0,set >0,

u(0,z) =sen(mx),se 0 <z < 1.

(6)

Apo6s a aplicacdo da transformada de Laplace e resolucdo da equacao diferencial or-
dinaria resultante, obteve-se a seguinte equacao:

u(s,x) sen (7). (7)

T 2n + s

A solucéo final do problema (6) apds aplicar a transformada de Laplace inversa, é
dado por (maiores detalhes em [5]):

u(t,z) = sen (rx) e . (8)
No presente trabalho, utiliza-se o Talbot Fixo, equacéo (1), para inverter a equacao
(7). O resultado da inverséo pode ser conferido no gréafico abaixo.

Figura 7: Grafico de comparacédo da solucdo exata (a) e solucdo no Talbot Fixo (b) para o
problema de distribuicdo de temperatura em barra

(a) Solucéo exata (b) Solucéo no Talbot Fixo

Fonte: Elaborada pelos autores.

A segunda aplicacdo que sera apresentada € descrita pela equacédo de onda ho-
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mogenizada, dado pelo PVCI abaixo:

W E%;go =f(z,t), x€(0,1), >0,
(x

0 —o,f’gg(x 0)=0 z€(0,1).

Quando a transformada de Laplace € aplicada, obteve-se a inversa (maiores deta-
lhes em [13]):

Uz, 5) = f + senh & \/E — senh \S/% 10)
’ s?2(s+1) \/SE

Aplicando Talbot Fixo na equagéo (9), obteve-se os resultados exibidos no gréfico
abaixo.

senh ﬁJrsenh S('\T/_ETI) —senh \S/%

s2(s+1) senh ﬁ

no Talbot Fixo

Figura 8: Gréfico para inversdo de U (z, s) =

”/ff////////////////////

Fonte: Elaborada pelos autores.

6 CONCLUSAO

Como é possivel ver na secao de aplicacdes, o Talbot Fixo ndo é somente eficiente
para as funcdes estudadas neste trabalho, como mencionado na secéo de discus-
sdo de resultados, mas também € muito eficaz em aplicacbes praticas. Com isso €
possivel perceber a importancia deste método numérico de inversao e a necessidade
de estuda-lo cada vez mais para entender bem suas propriedades e aplica-lo corre-
tamente com os melhores valores de parametros, para que assim possa se obter os
melhores resultados possiveis.
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