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This qualitative article aimed to investigate the contributions of the use of manipulative ma-
terials in the construction and understanding of mathematical demonstrations of Position
Spatial Geometry. For this, a didactic sequence (SD) involving a result of spatial geometry
Elias Santiago de aided by Manipulable Materials (MM) was applied. The participants were two students from
Assis the Licentiate Degree in Mathematics at the Federal University of Reconcavo da Bahia.
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structured interview were also configured as a data collection instrument. The theoretical
framework adopted addresses discussions about teaching and learning tests and demons-
trations and the use of MM in mathematics classes. From the data analysis, it can be seen
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Resumo

A presente pesquisa, de natureza qualitativa, tem como objetivo investigar os contributos
da utilizacdo de Materiais Manipulaveis (MM) na construcéo e compreenséo de demonstra-
cOes matematicas da Geometria Espacial de Posi¢do. Para isso foi aplicada uma sequén-
cia didatica (SD) envolvendo a demonstragdo de um resultado da Geometria Espacial de
Posicdo a partir da utilizacdo de MM. Os participantes foram dois estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Reconcavo da Bahia. Além da
SD, também configuraram como instrumentos de coleta de dados a observagao realizada
pelo investigador e uma entrevista semiestruturada. O referencial tedrico adotado aborda
discussdes a respeito do ensino e aprendizagem de provas e demonstracdes e a utiliza-
¢do de MM nas aulas de matematica. Os dados coletados mostram que os MM ajudaram
os participantes a promover a visualizaco tridimensional e relembrar conhecimentos da
geometria plana, além de se tornarem mais auténomos na construgéo do proprio conhe-
cimento matematico.
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1 INTRODUGAO

Os estudos de Geometria Espacial (GE), tanto na educacao basica quanto nos cur-
sos de licenciatura em matematica, costumam ser precedidos pela Geometria Plana.
Entretanto, a transicdo do plano para o espaco costuma impor algumas dificuldades
para os discentes, seja na compreensao de teoremas e definigdes, seja na prépria vi-
sualizacao tridimensional. Segundo Franco e Pereira [1], de modo geral, o ensino da
geometria ha muito tempo vem apresentando sérios problemas, principalmente no que
diz respeito a construcdo e compreensdo dos seus conceitos.

Os trabalhos destinados ao ensino e a aprendizagem da GE costumam priorizar a
chamada Geometria Espacial Métrica em detrimento da Geometria Espacial de Posi-
¢céo (GEP). De acordo com Hoffer [2], hd uma lacuna de trabalhos que envolvem a GEP
e consequentemente uma caréncia de estudos sobre a implementacdo de metodolo-
gias de ensino que ajudem a promover a aprendizagem. Por outro lado, é plausivel
considerar a utilizacdo de Materiais Manipulaveis (MM) nas aulas de GE tendo em
vista a visualizacdo espacial. Todavia, a associacdo dos MM com as demonstracdes
matematica nem sempre é contemplada na literatura. Nesse sentido, a presente pes-
quisa, de natureza qualitativa, visa investigar os contributos da utilizacdo de MM na
construcéo e compreensao de demonstra¢cdes mateméaticas da GEP.

A respeito da inser¢cdo das demonstraces matematicas no ensino de geometria,
Franco e Pereira [1] afirmam que uma das maneiras mais interessantes consiste na
utilizag&o de atividades alternativas, diversificando as aulas e aprimorando as praticas
gue usam somente quadro, giz, livro didatico e exposicdo verbal do contetdo. O ri-
gor das demonstracdes demanda do aprendiz o desenvolvimento da capacidade de
visualizag@o com vistas a compreensdo dos conceitos e teoremas. Dessa forma, a
implementacdo de MM em sala de aula (ou de softwares e jogos educativos, dentre
outros) pode contribuir com o processo de ensino uma vez que amplia o leque dos
recursos didaticos a servigo da aprendizagem.

Para Lorenzato [3], a geometria, em um sentido geral, tem funcdo essencial na
formacédo dos individuos, pois possibilita uma interpretacdo mais completa do mundo,
uma comunicacao abrangente de ideias e uma visdo mais equilibrada da Matematica.
As suas demonstracdes exigem atencdo e raciocinio dedutivo apurado. Para Valle
[4], os MM sd&o recursos concretos que permitem explorar os sentidos do aprendiz e
envolvé-lo ativamente durante uma situacdo de ensino e aprendizagem. O seu uso
pode tornar a aula mais dindmica dando melhores condi¢Bes de analise e conclusdes
dos eventos relacionados ao assunto que esta sendo trabalhado.

Os MM utilizados na presente pesquisa foram palitos de churrasco, bolinhas de
isopor e régua. Por meio de uma Sequéncia Didatica (SD) elaborada pelo investiga-

7 INTERMATHS | Vol.2 | N.2 | Jul-Dez 2021



A utilizacao de materiais manipulaveis na construgdo de demonstracées da geometria espacial de posicéo 270
Bruno Leal Bispo, Elias Santiago de Assis

dor, os participantes, isto &, dois discentes do curso de licenciatura em matematica da
Universidade Federal do Recdncavo da Bahia (UFRB), buscaram identificar o ponto de
intersecdo entre os segmentos de reta que unem os pontos médios das arestas opos-
tas! de um tetraedro. A escolha dos participantes decorreu dos critérios de interesse e
disponibilidade destes atores. Ja a escolha da demonstracao utilizada deve-se a sua
auséncia nos livros de GE.

s

Para Zabala ([5], p. 18), SD € “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas
e articuladas para a realizagcéo de certos objetivos educacionais, que tém um principio
e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos aprendizes”. O processo é
dividido em um passo-a-passo com um objetivo final de adquirir habilidades a respeito
do tema da atividade.

De fato, a atividade aplicada consiste em um conjunto de perguntas e orientacdes
gue envolvem a demonstracao de que 0s segmentos que unem os pontos medios das
arestas opostas de um tetraedro se encontram em um Unico ponto a partir da utilizacéo
de MM. Inicialmente os participantes construiram um tetraedro a partir de bolinhas de
isopor e palitos de churrasco. Em seguida, as orientacdes da SD Ihes conduziram
para a analise das faces deste poliedro, estimulando-os a utilizarem conhecimentos da
geometria euclidiana plana, a exemplo de: base média do triangulo, retas paralelas,
diagonais de um paralelogramo, dentre outros. Maiores detalhes sobre a SD podem
ser encontrados na secao de metodologia, neste texto.

Em virtude da pandemia da Covid-19, alastrada no Brasil e no mundo a partir do ano
de 2020, a aplicacao da SD ocorreu de forma virtual por meio de uma videoconferéncia.
Antes, porém, o investigador se encarregou de disponibilizar a cada participante a
propria SD e os MM. A entrevista foi realizada em um momento posterior e também
ocorreu de forma remota, individualmente.

Este texto encontra-se dividido em seis se¢des, sendo a primeira delas a presente
Introducdo. A segunda secdo apresenta algumas discussdes sobre 0s processos de
ensino e a aprendizagem da GE de posicéao relacionando-os com a utilizacdo de MM.
Em seguida sao descritos os procedimentos metodolégicos empregados na pesquisa.
As trés ultimas sec¢Oes destinam-se a apresentacéo e discussao dos resultados, as
consideracdes finais e as referéncias, nessa ordem.

2 ENSINO E APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA ESPACIAL DE POSIGCAO

A GE aparece nos documentos oficiais do Ministério da Educacao, no Brasil, como
conteudo obrigatorio e fundamental na formacédo do estudante. De acordo com os Pa-
rametros Curriculares Nacionais (PCN), esta area de matematica visa possibilitar aos

1Duas arestas de um poliedro sdo ditas opostas quando elas ndo possuem pontos (vértices) em
comum.
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estudantes a aquisicdo da autonomia para interpretar, relacionar e resolver problemas
geométricos espaciais, assim como fazer conjecturas de propriedades por meio das
atividades inseridas pelo professor [6].

Do ponto de vista pratico, as Orienta¢cdes Educacionais Complementares aos Pa-
rametros Curriculares Nacionais (PCN+) destacam que “o estudo da Geometria ca-
pacitar os estudantes a resolver problemas praticos do quotidiano, como, orientar-se
no espaco, ler mapas, reconhecer propriedades de formas geométricas basicas (.. .)”
([7], p- 75). Entretanto, quanto ao carater abstrato dos estudos nessa area, os PCN+
mencionam a importancia de o discente desenvolver o raciocinio de rela¢des, sendo
necessario “contemplar também o estudo de propriedades de posicles relativas de
objetos geométricos; relacdes entre figuras espaciais e planas em solidos geométri-
cos; propriedades de congruéncia e semelhanca de figuras planas e espaciais” ([7], p.
120).

Além de reconhecer a importancia da geometria na formacgéo dos discentes, os
PCN+ defendem a insercdo de demonstragbes matemética ja esse nivel de escolari-
dade de modo que “o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o signi-
ficado de postulados e teoremas e o valor de uma demonstracao para fatos que lhes
sao familiares” ([7], p. 124). Neste documento é salientada a oportunidade que a ge-
ometria oferece para explorar a abordagem de “teoremas e argumentacao dedutiva”,
afirmando ser o momento de consolidacdo de conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental. N&o se trata, porém, de uma apresentacao indiscriminada de demons-
tracOes matematicas na educacéo basica. O docente precisa identificar os resultados
cujas verificagcbes matematicas se revelam compativeis com o nivel cognitivo de seus
estudantes.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada em dezembro de 2017
pelo Ministério da Educacéo (MEC), trata-se de um documento mais recente que busca
nortear os curriculos escolares. Nela a geometria é considerada como uma das estra-
tégias que possibilita ao aprendiz “interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solucdes propostas, de modo a construir argumentacéo consistente” ([8], p. 523). O
documento também aponta a possibilidade de o estudante adquirir a habilidade de
visualizacéo espacial a partir da planificacdo de objetos e de formas em espacos tri-
dimensionais. Quanto as demonstraces matematicas, a BNCC assinala que a sua
presenca em sala de aula ndo significa a supressédo de atividades de carater mais
experimental e indutivo.

Apesar de a Matematica ser, por exceléncia, uma ciéncia hipotético-
dedutiva, porque suas demonstracdes se apoiam sobre um sistema de
axiomas e postulados, é de fundamental importéncia também conside-
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rar o papel heuristico das experimentacfes na aprendizagem da Mate-
matica ([8], p. 265).

A articulacdo entre as abordagens indutiva e dedutiva no processo de ensino e
aprendizagem da matematica, e em particular da geometria, demanda a utilizacdo de
recursos como os MM. Essa mediacdo entre 0 concreto para o abstrato também é
defendida por Nacarato [9] ao considerar que o nivel da abstracao deve ser precedido
por caminhos cujo ponto de partida apresente elementos empiricos. Em consonancia
com estas ideias, defende-se neste trabalho que a experimentacédo, por meio de MM,
esteja presente no préprio processo de elaboracdo de uma demonstragcdo matematica,
a partir da uma SD.

De acordo com Barbosa [10], a Matematica sempre foi vista por muitos estudan-
tes como sendo a disciplina mais dificil do curriculo escolar. Em particular, no que diz
respeito a geometria, as lacunas no ensino e aprendizagem comec¢am desde a falta
de planejamento das aulas até a caréncia de conhecimentos geométricos de alguns
professores devido a um processo formativo em que a geometria nem sempre foi de-
vidamente contemplada. As origens do atual panorama do ensino de geometria na
educacao basica remontam a meados no século passado quando a aritmética e a al-
gebra passaram a sobressair-se nos curriculos escolares. De acordo com o gebmetra
Manfredo Perdigdo do Carmo,

No Brasil, ha anos atras, houve um relativo abandono do ensino de Ge-
ometria @ maneira de Euclides. Na prética, o que se passava era que 0
assunto era relegado para o fim do curso, e quase sempre ndo era ensi-
nado. Isto devia-se em parte as dificuldades préprias do assunto e em
parte a uma certa influéncia da entdo chamada “matematica moderna
gue, embora utilizando a axiomatica em outros tépicos, propugnava a
eliminacdo da Geometria de Euclides no ensino basico ([11], p. iii).

Vale destacar que por volta dos anos 1950, os conteldos de geometria eram apre-
sentados de forma dedutiva na educacao basica, como se pode perceber em Quintella
[12]. Se, por um lado, é plausivel a discusséo sobre as dificuldades de se apresentar
todos os conteudos por meio de demonstracdes mateméaticas nesse nivel de escolari-
dade, por outro, percebe-se que a tentativa que aprimorar o curriculo da época ndo sé
excluiu as abordagens pautadas nas demonstragcdes como encarregou-se de relegar
a geometria um quase abandono dentro das salas de aula.

Para Silva [13], outro fator responsavel pelo declinio no ensino de geometria é
a falta de recursos oferecidos as escolas, principalmente as publicas, um problema
a ser enfrentado pelos professores ao trabalhar nesta area. Na maioria das vezes
as instituicdes dispdem apenas de quadro, giz e livro didatico, tornando o exercicio
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da docéncia limitado, restringindo as aulas a modelos classicos de exposi¢éo oral e
resolucéo de exercicios. Devido a falta de ferramentas auxiliares como MM e softwares
educativos, dentre outros recursos, a visualizagdo e compreensao geométrica torna-se
comprometida.

No que se refere aos discentes, Assis [14] afirma que as “abordagens descontex-
tualizadas, o tipo de linguagem adotada em alguns livros didaticos, o ndo reconheci-
mento da utilidade dos assuntos, dentre outros fatores, sdo elementos que dificultam
a aprendizagem de Geometria”. E comum os estudantes mencionarem que provavel-
mente ndo utilizardo um certo contetdo fora da sala de aula, como se a matematica
necessitasse de alguma aplicabilidade para justificar a sua existéncia. Cria-se, desta
forma, uma janela desmotivacional na aprendizagem. Contudo, € importante desta-
car que a despeito do valor agregado as aulas quando se expde a articulacdo entre
determinados conteudos e alguns problemas reais, os docentes precisam ajudar os
discentes a compreenderem que a matematica, e a propria geometria, tem como pa-
pel principal ajudar-lhes no desenvolvimento do raciocinio indutivo, l6gico e dedutivo a
da capacidade de abstracdo permitindo-lhes se tornar cidad&dos mais criticos, consci-
entes e produtivos. Ou seja, a matematica presta um servico a promocao da autonomia
dos individuos.

O raciocinio indutivo pode ser fomentado por meio da observacéo e da experimen-
tacdo de recursos concretos, representando um passo inicial na identificacao de alguns
resultados da matematica possibilitando aos aprendizes percepcédo da recorréncia de
alguns fendbmenos. Para Dias [15], os estudantes que obtém resultados positivos ao
ter contato com verificacao por meio de conjecturas podem se dar por satisfeito sobre a
veracidade dos resultados obtidos. Contudo, é preciso validar as conclusfes formadas
de maneira empirica. Santos e Machado [16] alertam para os equivocos que podem
ser cometidos ao assumir a veracidade de determinado resultado mediante a sua ocor-
réncia em casos particulares, o que alguns discentes costumam fazer. Nem sempre a
observacéo e indugédo conduzem os estudantes a verdades absolutas, dentro de uma
estrutura axiomatica pré-estabelecida. E necessario estabelecer cuidadosamente a
passagem do empirico para o dedutivo, defende Gravina [17].

Para validar os resultados instituidos a partir de observagfes é necessario fazer
uso de uma estrutura axioméatica. Assume-se alguns fatos como verdadeiros (axiomas
ou postulados) e por meio do raciocinio l6gico-dedutivo obtém-se novos resultados
(proposi¢des ou teoremas). E desta forma que operam os matematicos. Contudo, no
contexto escolar, o docente pode, em alguns casos, substituir este tipo de validacao
formal, por argumentacdes apoiadas no raciocinio légico, mas nem sempre dedutivo
no sentido de derivar-se de um conjunto minimalista de axiomas.

A luz dessa discusséo, com a necessidade de validac&o das verdades matematicas
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tem-se as provas e demonstracdes. Balacheff [18] distingue esses termos, afirmando
gue a prova faz referéncia a um processo pelo qual um discurso assegura a validade
de uma proposicao, precisamente aceita por alguma comunidade matematica. O autor
ressalta que uma prova pode ser aceita por uma comunidade e rejeitada por outras.
Ela ndo esta, necessariamente, apoiada em um conjunto minimo de axiomas.

A demonstracdo é considerada por Balacheff [18] como um tipo de prova mate-
matica que tem uma forma particular. Trata-se da organizacdo de um conjunto bem
definido de regras: “o0 que caracteriza as demonstra¢cdes como género de discurso é a
sua forma estritamente codificada” ([18], p. 13), com um parametro efetivo e linguagem
matematica culta. Trata-se do tipo de validacdo aceita pelos matematicos.

De Villiers [19] aponta os varios papéis assumidos por uma demonstragdo mate-
matica, para além da verificacdo de um resultado. Segundo este autor, ha as funcdes
de explicacdo, sistematizacdo, descoberta, comunicacgéo e desafio intelectual. Todos
esses elementos ajudam a justificar a insercdo de demonstracdes matematicas nos
contextos escolar e universitario.

Entretanto, a presenca de demonstracdes matematicas em sala de aula € sempre
desafiadora. No que diz respeito a GE, a compreenséao de tais validagfes perpassa
(n&o somente, mas também) pelas elaboragfes de imagens tridimensionais. Conforme
pontuam Rogenski e Pedroso ([20], p. 5),

(...) verifica-se que os alunos tém amplas dificuldades, primeiramente
com relacédo a visualizacdo e representacao, pois reconhecem poucos
conceitos da geometria bésica e, por conseguinte, da geometria espa-
cial. Também apresentam problemas de percepcéo das relagfes exis-
tentes entre os objetos de identificacdo das propriedades das figuras
gue formam os sélidos, dentre outros conceitos.

Os problemas levantados acima podem ser minimizados por meio da recursos di-
daticos que promovam a visualizagdo geométrica dos discentes, a exemplo dos MM,
assinala Leite [21]. Esses materiais permitem “corporificar” conceitos geométricos
tornando-os menos abstrato. Desta forma, é possivel caminhar rumo a aprendizagem,
destacam Oliveira e Pereira [22].

Para Nacarato [9], a exploracdo de modelos ou materiais que possibilitam ao apren-
diz a construcdo de imagens mentais contribui para o processo de visualizacao. Alguns
recursos como papel oficio, palitos de churrasco, bolinhas de isopor, esbocos de so6-
lidos de acrilico, régua, compasso, dentre outros, facilitam o processo de imaginar
mentalmente. Tais objetos sdo exemplos de MM.

Outra potencialidade dos MM é a de alternar o ensino comumente adotado, onde,
na maioria das vezes, as aulas seguem uma Unica abordagem metodoldgica, tornando
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a pratica do aprender exaustiva e as vezes ineficaz. Segundo Jesus ([23], p. 1.), “O
professor que se apoia exclusivamente nesses métodos ou em uma Unica metodo-
logia acaba por tornar suas aulas monétonas e cansativas”. Isso nao significa que
0s MM séo capazes de solucionar todos os problemas educacionais. Entretanto, o
uso “facilita os processos de socializagdo, comunicacao, expressao e construcédo do
conhecimento” ([24], p. 12).

Vale ressaltar a necessidade de planejamento quando se pretende adotar este tipo
de recurso didatico (assim como de qualquer outro), afinal a sua presenca em sala de
aula, por si s6, “ndo é garantia de um bom ensino, nem de uma aprendizagem signifi-
cativa e ndo substitui o professor” ([25], p.18). A mediacdo entre os discentes e os MM
exercida pelo docente tem papel fundamental no processo de ensino e aprendizagem.

De acordo com Dolz, Noverraz e Schneuwly [26], o termo SD esta intimamente
ligada a atividade de abordagem conteudista em que, durante o seu percurso, pode
ser ministrada de maneira “escrita ou oral” e possui uma concluséo, na qual espera-se
gue um conhecimento seja formado. O processo é dividido em um passo-a-passo com
um objetivo final de adquirir habilidades a respeito do tema da atividade.

Segundo Nobre e Manrique ([27], p. 137), uma SD pode tornar a aula mais dinamica
e 0s estudantes responsaveis pela “construcao dos saberes com mais autonomia, sem
a interferéncia direta do professor”. Neste contexto, o professor assume a posicdo de
guia durante o processo de execucédo da atividade, com o objetivo de garantir que os
aprendizes sigam o percurso desejado.

3 METODOLOGIA

Em virtude da pandemia da Covid-19 que assolou o Brasil e 0 mundo desde o ano
de 2020 até os presentes dias, a relacdo entre o pesquisador e 0s participantes se
deu de forma remota. O ambiente natural dos participantes configurou-se como fonte
direta de dados e o processo revelou-se tdo importante quanto os resultados. Assim, a
presente pesquisa encontra-se enquadrada no paradigma qualitativo de investigacao,
em concomitancia com Bogdan e Biklen [28]. De acordo com Chizzoti [29] neste tipo
de investigagéo, o investigador busca compreender os significados visiveis e latentes
gue somente sao perceptiveis a uma sensivel atencéo.

Houve um encontro virtual, via google meet, do pesquisador com cada um dos
participantes, dois discentes do curso de Licenciatura em Matematica da UFRB-CFP,
para a aplicagdo SD, assumindo uma postura de mediador, caracterizando-se como
pesquisador-participante. Os participantes serdo denotados aqui por P1 e P2.

A selecao desses sujeitos se deu pelos critérios de interesse e disponibilidade. Dos
oito discentes (do curso de licenciatura em matematica onde ocorreu a investigacao)
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dos quais o pesquisador tem facil acesso, somente dois apresentaram vontade de
participar da pesquisa. Adotou-se também como pré-requisito que os participantes
tenham cursado os componentes curriculares Geometria plana e Geometria Espacial,
devido a necessidade de possuir conhecimentos prévios para o desenvolvimento das
SD. Ademais, era necessario que estes atores ndo tenham visto a demonstracédo do
resultado matematico da SD nestes componentes.

O encontro com o participante P1 iniciou-se com uma breve explicacdo do obje-
tivo da sequéncia e do tema a ser estudado. Neste momento, P1 ja possuia em maos
uma versao impressa da SD e os MM que foram utilizados como ferramentas mediado-
ras durante a resolucdo. Todos lhes foram enviados pelo pesquisador. O participante
posicionou a camera do seu notebook em um local visivel que proporcionou ao pesqui-
sador acompanhar o processo. Além disso, o processo foi gravado e todos 0s passos
foram narrados em voz alta. Ao fim da atividade, P1 fotografou o material manipulavel
produzido e as respostas atribuidas a cada passo da atividade. Em seguida, as enviou
por e-mail para o pesquisador.

No encontro com o participante P2, o processo ocorreu de maneira analoga ao
anterior (P1). Foi introduzida a mesma atividade (SD), porém durante a resolugcéo o
participante seguiu parte do tempo calado. Narrou apenas alguns passos e apresentou
poucas duvidas. Ele relatou que se tratava de uma atividade de facil compreensédo. Ao
final os resultados foram fotografados e enviados ao pesquisador via Whatsapp.

Os instrumentos utilizados para coletar as informacdes sobre o uso de MM para
fazer demonstracgdes foi a prépria SD, juntamente com as observac¢des do investigador
e a entrevista semiestruturada. A entrevista foi constituida por cinco questfes que
tinham por objetivo identificar os contributos dos MM na realizagdo da SD, seja na
elaboracédo de conjecturas, seja na producdo da demonstracao propriamente dita. O
seu conteudo, assim como a SD, podem ser encontrados no trabalho de concluséo de
curso de graduac&o do primeiro autor?.

Os dados foram analisados por meio do cruzamento entre as observacgdes do in-
vestigador e as respostas atribuidas pelos participantes a SD e a entrevista semiestru-
turada. Buscou-se realizar uma triangulacéo de dados tendo em vista a identificacéo
dos contributos dos MM no processo de construcdo de demonstracdes matematicas
da GE de posicéo.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A SD teve como objetivo mostrar que 0s segmentos que unem 0s pontos médios
das arestas opostas de um tetraedro se interceptam em um unico ponto. A definicdo

2Disponivel em https://drive.google.com/file/d/19If7_sY3223td0OTrgH2to TI4uBBhHES8/view?usp=
sharing Ultimo acesso em 17 de dezembro de 2021.
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de tetraedro e de suas arestas opostas aparecem no inicio de SD.
Cada participante construiu um tetraedro ABC'D por meio de palitos de churrasco
e bolinhas de isopor. Foi-lhes disponibilizada uma régua para a marcacdo dos pontos
médios F, F, G, H, I e J das arestas AB, BC, CD, AD, AC e BD, nessa ordem.
Conforme solicitado na SD, os participantes construiram um segmento de reta ligando
0s pontos E e F' (eles o fizeram por meio de um palito de churrasco), para em seguida
comparar este segmento com a aresta AC. A Figura 1 apresenta a construgdo de P1.

Figura 1: Tetraedro ABCD com segmento AC construido por P1
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Fonte: Os autores.

Para determinar as relagoes dos segmentos EFF e AC, presentes na Figura 1, P1
recorreu ao uso da régua. Durante a entrevista, ele comentou que nédo lembrava que
0 segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo tem por medida

a metade do comprimento do terceiro lado:
No inicio ndo me recordei, mas com a utilizacdo do material ficou mais facil de

visualizar. A régua me ajudou a recordar a relacdo entre os tamanhos dos seg-

mentos (P1).
Rogenski e Pedroso [20] apontam que a dificuldade em perceber as relagbes entre

0s objetos matematicos é um dos problemas enfrentados pelos estudantes diante das
demonstracdes matematicas. A fala de P1 aponta, de certa forma, que os MM Ihe
auxiliaram na identificacdo de uma dessas relacbes. Tem-se aqui uma ferramenta
didatica que pode ser combinada as demonstracdes matematicas visando o melhor

entendimento dos estudantes.
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Diferente de P1, o participante P2, relatou que ndo precisou da régua para respon-
der a esta questao:

Apesar do material me trazer uma visédo concreta da base média do tridngulo, eu
consegquiria responder esta relagdo sem usar a régua (P2).

Arespeito da resposta acima, P2 enfatizou a importancia dos MM para a visualiza-
¢ao espacial, fazendo o seguinte complemento:

O material me ajudou a ter uma visdo concreta de algo que s6 imaginava de
forma tedrica (P2).

Os comentarios de P1 e P2 tém um ponto de convergéncia: os MM |Ihes auxiliaram
guanto a visualizacdo geométrica. Autores como Nacarato [9] e Leite [21] destacam
esse mesmo contributo dos MM.

Ambos, P1 e P2, concluiram que o segmento EF' possui a metade da medida do
segmento AC. P2 foi mais além, ao afirmar que os segmentos séo paralelos, conforme
podemos verificar na Figura 2:

Figura 2: Relacdo entre FF' e AC estabelecida por P2
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Fonte: Os autores.

Uma forma de verificar o paralelismo entre os segmentos pode ocorrer por meio da
utilizacao do transferidor visto que, na geometria euclidiana, duas retas interceptadas
por uma transversal formam angulos correspondentes congruentes se, e somente se,
sao paralelas [11]. Entretanto, esse MM néo foi disponibilizado aos participantes, o
gue constitui uma limitacdo na aplicacéo de SD. Esse fato aponta para o cuidado que
se deve ter na escolha dos recursos a serem utilizados em sala de aula, quando se
prioriza o0 uso de MM. Afinal, a constru¢cao do conhecimento por meio dos MM, pontu-
ada por Santos e Cruz [24], pode ser potencializada ou ndo a depender dos materiais
selecionados.

O participante P1 ndo percebeu de imediato o paralelismo entre os segmentos.
Ele indagou o pesquisador se a relacéo entre os segmentos AB e EF estava relaci-
onada a distancia de cada um dos pontos médios F e F' a reta que passa por AB. O
pesquisador ndo Ihe respondeu, mas sugeriu-lhe que analisasse este fato. Assim, P1
deduziu que os segmentos eram paralelos, ao concluir que os pontos E e F equidistam
de AB. Para além das descobertas feitas por P1, a utilizacdo do MM estimulou a inte-
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racao entre participante e pesquisador, promovendo a “socializacao” e “comunicac¢ao”
apontada por Santos e Cruz [24] como uma das vantagens do processo de ensino e
aprendizagem mediado por MM.

De modo analogo, foi solicitado aos participantes que construissem e comparas-
sem os segmentos HG e AC. Rapidamente eles concluiram que se tratava de seg-
mentos paralelos em que o primeiro possui a metade da medida do segundo. A Figura
3 apresenta a construcao de P1.

Figura 3: Tetraedro ABC D com segmentos AC e HG, construido por P1

O P )
Fonte: Os autores.

P1 e P2 utilizaram as conclusdes obtidas no caso de EF e AC. Desta forma,
eles perceberam que o quadrilatero £ FGH € um paralelogramo. Eles recordaram que
todo quadrilatero que possui um par de lados opostos paralelos e congruentes € um
paralelogramo. A Figura 4 exibe a resposta de P2:

Figura 4: Resposta de P2, EFGH é paralelogramo.
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Fonte: Os autores.

Na resposta apresentada na Figura 4, ha um pequeno descuido de escrita por parte
de P2. Ele chama H FG H para se referir ao paralelogramo E F'G H mostrado na Figura
S.
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Figura 5: Paralelogramo EFGH construido por P1
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Fonte: Os autores.

Atransitividade do paralelismo, apontada por P2 na Figura 5, ao concluir que EFGH
€ um paralelogramo (na verdade, ele escreveu HFGH), foi constatada por P1 por meio
da construcéo realizada (MM):

O material foi fundamental para visualizar que, se uma reta r é paralela a s,
entéo r é paralela a qualquer paralela a s (P1).

De acordo com Lorenzato [25], os MM permitem aos discentes a realizacdo de
descobertas. A fala de P1 reforca essa ideia, ao destacar que o participante péde
perceber a transitividade do paralelismo entre retas por meio do material.

Em seguida, a SD pede para tracar as diagonais do paralelogramo. A ideia inicial
era de usar barbantes, o que ndo deu certo visto que os pontos médios estavam de-
marcados com bolinhas de isopor. Este fato impediu os participantes de amarrar o
barbante exatamente no ponto. Diante disso, o investigador Ihes sugeriu que utilizas-
sem palitos de churrasco. A Figura 6 mostra 0 momento em que P2 traca as diagonais
COm 0 NOVO recurso.
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Figura 6: Diagonais do quadrilatero EFGH, P2

Fonte: Os autores.

Neste momento P2 concluiu que as diagonais FG e F'H se encontram no ponto
médio de ambas. Ele afirmou que lembrava dessa propriedade. Ja P1, novamente,
recorreu a régua, desta vez para verificar a distancia do ponto de encontro das dia-
gonais até as suas respectivas extremidades. Desse modo, ele concluiu que elas se
encontram em um ponto que as divide ao meio.

De forma analoga aos passos iniciais, P1 e P2 construiram e concluiram que o
comprimento do segmento que liga o ponto / ao F € igual a metade da medida da
aresta AB e que se trata de segmentos paralelos. A Figura 7 apresenta a construcao.

Figura 7: Construcéo de P1, segmento [ F

'J':;

Fonte: Os autores.
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Ambos ja estavam familiarizados com esse tipo de relagdo em virtude dos primeiros
passos da SD. Os MM favoreceram a promocéo da aprendizagem, fato assinalado na
literatura por Oliveira e Pereira [22]. A resposta de P1 aparece na Figura 8.

Figura 8: Relacéo da base média do triangulo ABC em relagédo a AB
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Fonte: Os autores.

Desta vez, P1 chegou a conclusao correta sem recorrer a utilizacdo da régua. De
forma analoga a analise do quadrilatero FFGH, P1 e P2 concluiram que /F'JH é um
paralelogramo, como mostra a Figura 9 em que aparece a resposta de P1:

Figura 9: P1 identifica o paralelogramo [ FJH
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Fonte: Os autores.

Os participantes rapidamente concluiram que as diagonais /J e FH do paralelo-
gramo [ F'JH, construidas com palitos de churrasco, assim como as do quadrilatero
EFGH, se interceptam no ponto médio de ambas. Ao observarem o ponto de encon-
tro das diagonais de cada paralelogramo, P1 e P2 apresentaram, nessa ordem, as
respostas exibidas na Figura 10.

Figura 10: Resposta de P1 e P2 sobre a relagéo das diagonais IF' e JH

lo_amed: el 290 V. _.Ser;‘mlﬁ'

ba’ Q‘(ﬁ( .(‘ra?-?ﬂfﬂ A

.Cj & /-'-”1/(" NS J'{;’fb“/; -.Mf'(-}.)r-{ﬂi'“'\ ~"FT:-"~*1
iagenoiy. /

!;./

Fonte: Os autores.

Durante esta analise, P1 chegou a citar que a diagonal FH é comum aos dois
paralelogramos,FFGH e [FJH. Ambos, P1 e P2, concluiram que essas diagonais
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sdo exatamente as arestas opostas do tetraedro. A resposta de P2 aparece na Figura
11:

Figura 11: P2 nota que a diagonal FH é comuma FFGH e [FJH
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Fonte: Os autores.

Os participantes tiveram opinides parecidas quanto a utilizacdo do MM para visu-
alizar a relacdo das diagonais de EFGH e IF.JH com 0s segmentos que ligam as
arestas opostas. Comentaram que:

O material foi indispensavel para perceber a relagdo das diagonais dos quadrila-
teros com os segmentos que unem os pontos médios das arestas opostas. (P1)

O material me auxiliou muito para visualizar que 0s segmentos que unem oS
pontos médios das arestas opostas coincidem com as diagonais do quadrilatero.
(P2)

Somente o processo de construcdo mental ndo parece ser suficiente para que os
discentes consigam vislumbrar que 0os segmentos que unem as arestas opostas do
tetraedro consistiam nas diagonais de paralelogramos. Nesse sentido, a utilizac&o
do MM, conforme pontuado por P1 e P2 foi fundamental. A promocéo da visualizacao
geomeétrica € uma das vantagens dos MM assinaladas de forma recorrente na literatura
([21]; [9]), fato recordado na experiéncia realizada.

P1 e P2 alcancam o objetivo da SD ao afirmarem que 0s segmentos que unem
0s pontos médios das arestas opostas de um tetraedro se interceptam em um unico
ponto. Observe na Figura 12 que P2 foi mais além ao mencionar que se tratava do
ponto médio destes segmentos.

Figura 12: Unicidade ponto
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Fonte: Os autores.
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A Figura 13 apresenta a construcao realizada por P2.

Figura 13: Construcéao de P2

Fonte: Os autores.

No que diz respeito a utilizacdo dos MM na SD, P2 se referiu a eles como essenciais
para perceber a unicidade do ponto de encontro dos segmentos:

O material também foi indispensavel no dltimo passo, para concluir que os seg-
mentos se interceptam em um mesmo ponto. (P2).

P1 também menciona a contribuicdo do material para se poder identificar que os
pontos de encontro das diagonais coincidem.

O MM foi de total importancia para a realizagdo da SD. Me ajudou a recordar
conhecimentos vistos ha muito tempo e que néo teria uma boa recordacdo sem
o auxilio de algo concreto. (P1).

O comentério de P1 vai ao encontro as ideias de Nacarato [9] que propde que se
parta do concreto para se chegar ao abstrato.

No geral, ao expressar a sua opiniao sobre o uso dos materiais na resolucao da
atividade, P2 fez comentarios positivos quanto as contribuicdes:

Além de entender cada passo, ajudou a visualizar os conceitos abordados na
atividade, as propriedades e conseguir estruturar os conhecimentos prévios que
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me auxiliaram a chegar até a demonstracéo.

No geral, achei que foram importantes para toda a atividade.

Se ndo houvesse esse material, provavelmente seria feito a demonstragc&o atra-
vés de desenhos, possivelmente sentiria algumas dificuldades durante. (P2).

Além da visualizacdo geométrica, P2 aponta a retomada de conhecimentos pré-
vios por meio da utilizagdo dos MM. Esse tipo de conhecimento, que os estudantes
ja trazem consigo e que muitas vezes parecem estar “adormecidos”, é imprescindivel
no desenvolvimento de demonstra¢cées mateméaticas. De acordo com Silva [13], ndo é
raro notar que a dificuldade dos discentes diante das demonstracfes esta atrelada a
falta desses conhecimentos preliminares.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

A selecdo de MM precisa, por um lado, levar em considerac&o os conhecimentos
prévios dos participantes e, por outro, abarcar o conjunto de materiais necessarios
para o melhor desempenho dos atores envolvidos. Cabe ao pesquisador identificar 0s
recursos necessarios para trabalhar certo conteido, de acordo com os saberes dos
aprendizes, podendo acrescentar ou retirar algum MM.

Ao analisar as falas dos participantes, percebe-se que, as vezes, suas conjecturas
partiam da manipulacdo dos objetos no decorrer das atividades. Eles compreendiam
conceitos tedricos a partir das construcdes realizadas. Tem-se, portanto, uma possibi-
lidade de alinhar o concreto com o abstrato.

Outro fator observado foi a independéncia dos aprendizes para alcancar os objeti-
VOS propostos em cada atividade. O material os tornou protagonistas, visto que ambos
partiram de meros palitos de churrasco e bolinhas de isopor, construiram o material
e deduziram os resultados, tendo o investigador como mediador enquanto eles cons-
truiam por si s6 as provas.

Os resultados apresentados permitem a identificagéo de alguns contributos dos MM
no processo de construcao e compreensdo de demonstracdes matematicas, a saber:
> Promocdao da visualizacao tridimensional;
> Compreensao de conceitos;
> Resgate de conhecimentos “adormecidos”;
> Realizacdo de descobertas;
> Autonomia na constru¢éo do conhecimento;

> Transicdo do concreto para o abstrato;
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> Construcao de conhecimentos.

Apesar de todas as potencialidades atribuidas ao uso dos MM é importante desta-
car que nao é possivel abrir méo da teoria. Por exemplo: ao solicitar que um aprendiz
faca a medida das diagonais de um paralelogramo e ele constatar que a intersecéo €
0 ponto médio de ambas, estara determinando o resultado a partir de um caso parti-
cular. Ou seja, 0s materiais por si s6, nem sempre serao suficientes para gerar uma
demonstracdo, embora eles sejam capazes de induzir o aprendiz a criar conjecturas.
Para garantir a generalizacdo, muitas vezes, necessita-se de uma base tedrica.

E importante recordar da limitagio apresentada quando se necessitou da utiliza-
¢do de um objeto para medir &ngulos. Este episddio nos chama atencao para dois fa-
tos. Primeiro, sobre as dificuldades de se aplicar uma atividade a distancia; segundo,
acerca da importancia da selecdo dos materiais. Quanto ao primeiro, impossibilitou o
pesquisador de fazer uma busca rapida pelo material que lhe faltava, na intencéo de
oferecé-lo aos participantes. O fator seguinte refere-se ao cuidado que se deve ter na
escolha dos materiais para uma aula de matematica mediada por MM.

Para pesquisas futuras sugere-se a insercao de outros recursos didaticos, a exem-
plo de softwares de geometria, na promocéao da aprendizagem de demonstracdes ma-
tematicas. E, por fim, € importante destacar que a experiéncia realizada pode ser
estendida, naturalmente, a educacéo basica desde que os envolvidos detenham os
pré-requisitos necessario para a compreensao da sequéncia.
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