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RESUMO 

Este artigo propõe um modelo cúbico graficodirecionado de 

Sistemas Simples na representação da Entropia para as 

Funções Características de Massieu, articuladas por 

Equações de Estado, tendo como referência o Cubo de 

Correia na representação da Energia e baseado no Octaedro 

de Koenig, no Cuboctaedro de Fox, no Cubo 

Termodinâmico de Pate, do Esquema Mnemônico de Zhao, 

do Diagrama Termodinâmico de Venn, no Octaedro de 

Kerr & Makosko, nos Grafos de Pogliani e no Cubo Mágico 

de Kocik. A energia, por unidade de temperatura, da 

Equação de estado é proveniente do produto entre duas 

variáveis conjugadas pela Seta Coordenada que estiverem 

na mesma direção da Seta Aresta que vincula as duas 

Funções Características. As equações fundamentais dos 

potenciais termodinâmicos revelam que a Entropia de um 

sistema termodinâmico é a razão entre a sua Energia 
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Térmica pela Temperatura Absoluta. Pretende-se, com este 

modelo, facilitar a elaboração dos construtos lógicos e a 

compreensão da interdependência entre os Potenciais da 

Termodinâmica e estabecer um sentido para as 

Transformações Termodinâmicas. 

 

Palavras-chave: Funções Características. Cubo 

Termodinâmico. Ensino da Termodinâmica. Representação 

S-Digraph. 

 

RESUMEN 

Este artículo propone un modelo cúbico dirigido por grafos 

de Sistemas Simples  en la representación de Entropía para 

Funciones Características de Massieu articulado por 

Ecuaciones de Estado, teniendo como referencia el Cubo de 

Correia en la representación de Energía y basado en el 

Octaedro de Koenig, el Cuboctaedro de Fox, el Cubo 

Termodinámico de Pate , el Esquema Nemónico de Zhao, 

el Diagrama Termodinámico de Venn y el Octaedro Kerr & 

Makosko de Venn, en Pogliani Graphics y en Kocik's 

Magic Cube. La energía, por unidad de temperatura, de la 

Ecuación de Estado proviene del producto entre dos 

variables conjugadas por la Flecha de Coordenadas que está 

en la misma dirección que la Flecha de Borde que conecta 

las dos Funciones Características. Las ecuaciones 

fundamentales de los potenciales termodinámicos revelan 

que la entropía de un sistema termodinámico es la relación 

entre su energía térmica y la temperatura absoluta. El 

objetivo de este modelo es facilitar la elaboración de 

constructos lógicos y la comprensión de la 

interdependencia entre los Potenciales de la 

Termodinámica y establecer un significado para las 

Transformaciones Termodinámicas. 

 

Palabras clave: Funciones Características. Cubo 

Termodinámico; Enseñanza de la Termodinámica. 

Representación S-Digraph. 

 

ABSTRACT 

This article proposes a graphical-directed cubic model of 

Simple Systems in the representation of Entropy for 

Massieu’s Characteristic Functions, articulated by 

Equations of State, having as reference the  Cube of Correia 

in the representation of Energy and based on Koenig's 

Octahedron, in Fox’s Cuboctahedron, in Pate’s 

Thermodynamic Cube, Zhao’s Mnemonic Schema, Venn’s 

Thermodynamic Diagram, Kerr & Makosko’s Octahedron, 

Pogliani’s Graphs, and Kocik’s Magic Cube. The energy, 
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divided by temperature, of the Equation of State comes 

from the product between two variables conjugated by the 

Coordinate Arrow that is in the same direction as the Edge 

Arrow that links the two Characteristic Functions. The 

fundamental equations of thermodynamic potentials reveal 

that the Entropy of a thermodynamic system is the ratio of 

its Thermal Energy by the Absolute Temperature. The aim 

of this model is to facilitate the elaboration of logical 

constructs and the understanding of the interdependence 

between the Potentials of Thermodynamics and establish a 

meaning for Thermodynamic Transformations. 

 

Keywords: Characteristic Functions. Thermodynamic 

Cube. Teaching of Thermodynamics. S-Digraph 

representation. 

 

1. INTRODUÇÃO 

 

As Funções Potenciais da Termodinâmica têm várias denominações, a exemplo de 

Funções Características, Potenciais de Massieu, Função Fundamental, Entalpia Livre, dentre 

outros. Planck (1897, p. 109) usou o termo “Charakteristische Funktion” para se referir às 

Funções Potenciais de Massieu. 

Entretanto, o termo Funções Características surgiu para a Termodinâmica numa data 

anterior à citação de Planck, mais precisamente na segunda metade do século 19 nas 

publicações científicas de Massieu (1869, apud BALIAN, 2017), quando foram apresentadas 

duas Funções Potenciais na Representação da Entropia: Observa-se que a primeira dessas 

funções, denominada por Potencial de Massieu, é proporcional à Energia Livre de Helmholtz; 

enquanto que a segunda dessas funções apresentadas por Massieu, também conhecida como 

Potencial de Planck (BALIAN, 2017), é proporcional à Energia Livre de Gibbs. Segundo Balian 

(2015, p. 2), “As funções características de Massieu, redescobertas por Max Planck (1897) e 

referidas sob vários nomes, só foram apresentadas em livros didáticos recentemente por Hebert 

Callen (1960)”. 

Segundo Callen (1960, p. 101), 

 

O conceito de potencial termodinâmico foi criado por F. Massieu em dois 

pequenos ensaios publicados em 1869 no Comptes Rendus. O resultado de 

Massieu (1869, p. 859) foi escrever uma função por meio da qual se pode tirar 
todas as propriedades termodinâmicas dos corpos. Ele chamou esta função de 

função característica (Apud SOUZA FILHO, 1998, p. 4). 
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Segundo Planck (1897, p. 109), as equações e relações matemáticas do Sistema 

Termodinâmico, derivadas inequivocamente por diferenciação simples das propriedades 

termodinâmicas do sistema, devem garantir a condição de equilíbrio termodinâmico. 

Historicamente, as Funções Características, na representação da Entropia, foram 

desenvolvidas e introduzidas na Termodinâmica por Massieu e Planck, enquanto que as 

Funções das Energias Potenciais Termodinâmicas foram desenvolvidas por Carnot, Mayer, 

Joule, Helmholtz, Clausius, Thompson, Zeuner, Maxwell, van der Waals, Gibbs, Boltzmann, 

Duhen, Landau dentre outros. 

A contribuição de Massieu, no tocante às funções potenciais, 

teve pouco impacto, talvez porque sua forma de escrever tinha caraterística 
tecnicista (embora ele tenha escrito em um estilo científico e abordava os 

avanços recentes, como a Entropia de Clausius). Mesmo atualmente, a maioria 

dos livros didáticos ainda o ignora, dando crédito a Gibbs pela invenção dos 

potenciais termodinâmicos. De fato, como é bem sabido, Gibbs [10] 
introduziu em 1876, sob o nome de “função fundamental” o que hoje 

chamamos de “Entalpia Livre” G(T, p, {Ni})= 𝑈−TS+PV para um fluido feito 

de moléculas {Ni} de diferentes espécies. No entanto, o próprio Gibbs havia 
escrito claramente em uma nota de rodapé: “Massieu parece ter sido o 

primeiro a resolver o problema de representar todas as propriedades de um 

corpo de composição invariável que estão envolvidos em processos 

reversíveis por meio de uma única função”. De fato, a função de Gibbs pode 
ser considerada uma extensão da segunda função característica de Massieu 

para uma mistura que pode sofrer reações químicas. Da mesma forma, a 

“Energia Livre” F(T, p, {Ni}) = 𝑈-TS introduzida em 1882 por Helmholtz [11] 
aparece como uma extensão para misturas da primeira função característica 

de Massieu. Duhem [12], que propôs denominar essas funções de “potenciais 

termodinâmicos”, atribui apropriadamente sua ideia a Massieu, e sua 
introdução na termoquímica a Gibbs. Os mesmos créditos são dados por 

Poincaré [13], que como Duhem apresenta as funções de Massieu em sua 

forma modificada H e H' de 1876. No entanto, o Potencial de Planck [14] não 

é outra coisa senão a forma original ψ′ da segunda função característica de 
Massieu; Planck, assim como muitos outros, parece ter sido um conhecedor 

da obra de Massieu. O interesse conceitual dos potenciais termodinâmicos 

originais de Massieu ψ e ψ′ começou a ser enfatizado apenas um século depois, 
por Callen [15]. O sistema composto em estudo foi isolado e analisado em 

subsistemas, cada um dos quais em equilíbrio térmico. (BALIAN, 2017, p. 

529). 

 

Embora as funções de Massieu-Planck estejam fortemente relacionadas às 

Transformadas de Legendre (DEBENEDETTI, 1986), este artigo propõe um modelo cúbico 

que visa simplificar o equacionamento das evoluções de um sistema sem considerar, de forma 
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explícita, as Transformadas de Lengendre. Nesse sentido, os potenciais termodinâmicos, 

vinculados de forma direcionada por Setas Arestas, estão distribuídos nos vértices do cubo 

proposto. As variáveis livres dos potenciais, localizadas nas faces desse mesmo cubo estão 

articuladas duas a duas por Setas Coordenadas. Tomou-se como referência o Cubo 

Termodinâmico na representação da Energia proposto por Correia (2021b), de forma a 

complementar o modelo do Quadrado Mnemônico de Born (ZHAO, 2009), do Cubo 

Termodinâmico de Pate (PATE, 1999), do Diagrama Termodinâmico de Venn (KERR & 

MACOSKO, 2011), do Cubo de Pogliani (2018) e do Cubo Mágico de Kocik (2018). Este 

artigo também visa facilitar a obtenção das equações e as relações dos potenciais 

termodinâmicos para sistemas abertos. A energia, por unidade de temperatura, necessária para 

promover a transformação do potencial localizado em um vértice do cubo para o potencial 

localizado em outro vértice adjacente ao primeiro é proporcional ao produto das variáveis 

articuladas pela Seta Coordenada que estiver na direção paralela à direção da Seta Aresta que 

vincula esses dois potencias. 

O modelo ora apresentado estabelece uma interdependência dos potenciais 

termodinâmicos de Massieu para Sistemas Simples que, segundo Callen (1985), os Sistemas 

Simples 

são macroscopicamente homogêneos, isotrópicos, descarregados 

eletricamente, e são grandes o suficiente para que os efeitos de superfície 

possam ser negligenciados e que não sejam influenciados por campos 
elétricos, magnéticos ou gravitacionais. (CALLEN, 1985, p. 9). 

 

 Na seção seguinte será apresentado o Cubo Termodinâmico proposto. 

 

2. O Cubo Termodinâmico, as Setas Arestas, as Setas Coordenadas, os Potenciais 

Termodinâmicos e as Variáveis Conjugadas 

 

2.1. Apresentação do Cubo Termodinâmico para as Funções Características de Massieu 

 

Cada um dos Potenciais (S, 𝜓, 𝜓′, φ, F, ɸ, H e 0) ocupa um dos vértices do Cubo 

Termodinâmico. 

O sistema de eixos ortogonais da Figura 1 tem a mesma estrutura das Setas Coordenadas 

e das Setas Arestas do cubo proposto por Correia (2021b). Ao substituir as energias potenciais 
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nos vértices do cubo de Correia (2021b) por potenciais termodinâmicos, foi necessário definir 

outras variáveis livres nas extremidades dos eixos coordenados. 

Denominações dos Potenciais Termodinâmicos da Figura 1: 

S Entropia; 

𝜓 Primeira Função Característica de Massieu; 

𝜓′ Segunda Função Característica de Massieu ou Potencial de Planck; 

φ Potencial anônimo; 

F Potencial anônimo (Nome sugerido: “Potencial de Boltzmann”); 

ɸ Potencial anônimo; 

H Potencial anônimo; 

0 Potencial Nulo. 

 

 

Figura 1. Cubo Termodinâmico para os Potenciais de Massieu. 

 

Nas duas subseções seguintes serão definidas as Setas Aresta e as Setas Coordenadas 

do Cubo Termodinâmico. 
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2.2. Setas Arestas 

A Seta Aresta para o cubo S-digráfico é uma denominação genérica para cada um dos 

vetores localizados nas arestas do cubo da Figura 1. Esses eixos orientados visam denotar os 

sentidos das transformações dos potenciais das origens de cada uma dessas setas aos potenciais 

localizados nas extremidades de cada uma dessas mesmas setas. 

 

2.3. Setas Coordenadas 

As setas Coordenadas são os eixos orientados que se cruzam no centro do Cubo 

Termodinâmico. A grandeza física relativa ao produto dessas duas variáveis conjugadas por 

uma mesma Seta Coordenada tem a dimensão de Energia Potencial dividida pela Temperatura 

Absoluta. Essa energia, por unidade de temperatura, adicionada ou subtraída do sistema, é 

decorrente do produto das variáveis livres vinculadas pela Seta Aresta, promove a 

transformação dos potenciais termodinâmicos vinculados pela Seta Coordenada que estiver na 

mesma direção da Seta Aresta. 

A disposição dessas variáveis livres neste sistema ortogonal, com base na Figura 1, é a 

seguinte: 

• No eixo 
1

𝑇
𝑈
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

, o inverso da temperatura absoluta (
1

𝑇
) está localizado na origem (lado-

cruz do cubo), enquanto que a Energia Interna (𝑈) está localizada na extremidade 

(lado-ponto do cubo) deste mesmo eixo; 

• No eixo 
𝑃

𝑇
𝑉
⃗⃗⃗⃗  ⃗

, a razão da pressão pela temperatura absoluta (
𝑃

𝑇
) está localizada na 

origem (lado-cruz do cubo), enquanto que o Volume (V) está localizado na 

extremidade (lado-ponto do cubo) deste mesmo eixo; 

• No eixo 𝑁
µ

𝑇

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , o número de partículas (N) está localizado na origem (lado-cruz do 

cubo), enquanto que a razão do potencial químico pela temperatura absoluta (
µ

𝑇
) 

está localizada na extremidade (lado-ponto do cubo) deste mesmo eixo. 

 

Note que a face do cubo que contém o lado-cruz é paralela à face cubo que contém o 

lado-ponto. 

Cada uma das doze Setas Arestas vincula, de forma direcionada, um par dentre os oito 

potenciais termodinâmicos de Massieu. 

O cubo ora proposto é composto por um conjunto de dois grafos completos e 

desconexos, em que a Entropia representa o “potencial fonte”, enquanto que o Potencial Nulo 

representa o “potencial sumidouro”. 
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As Regras de Simetria que regem os sinais a serem aplicadas nas Equações de Estado 

dos Potencias Termodinâmicos estão apresentadas na seção que se segue. 

 

2.4. As Equações de Estado para as Funções Características de Massieu 

 

Os Potenciais Termodinâmicos podem ser combinados convenientemente com a 

utilização das Setas Arestas e das Setas Coordenadas, cujas equações matemáticas apresentam 

a seguinte estrutura: 

𝑥𝑙 = 𝑥𝑖 ± 𝑥𝑗𝑥𝑘, (𝑗=𝑘)      (01) 

 

A Equação (01), apresentada aqui de forma alternativa à obtida pela Transformada de 

Legendre, indica que um sistema pode evoluir do estado inicial 𝑥𝑖, localizado na origem da Seta 

Aresta, ao estado final 𝑥𝑙, localizado na extremidade dessa mesma seta. O termo 𝑥𝑗𝑥𝑘  

(
𝑈

𝑇
,
𝑃𝑉

𝑇
, ou 

µ𝑁

𝑇
) representa a energia de estado (Interna, Mecânica ou Química) dividida pela 

Temperatura Absoluta, cujo resultado é proveniente do produto entre a grandeza intensiva 𝑥𝑗 

(
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
, ou 

µ

𝑇
) e a grandeza extensiva 𝑥𝑘 (𝑈, V ou N) que estão articuladas pela Seta Coordenada 

paralela à Seta Aresta. A condição (𝑗=𝑘) na Equação (01) é a garantia de que a ordem da 

grandeza extensiva do produto 𝑥𝑗𝑥𝑘 seja da mesma ordem da grandeza intensiva. 

As regras dos sinais das equações de estado adotadas neste modelo, que descrevem as 

transformações dos potenciais termodinâmicos, são apresentadas na seção que se segue. 

2.5. As Regras de Sinais das Equações de Estado 

 As regras de sinais para a Equação (01) são as mesmas apresentadas por Correia 

(2021b). A primeira regra é: 

• “𝑥𝑙” e “𝑥𝑖” são sempre precedidos por sinais positivos. 

A segunda regra é: 

• O produto “𝑥𝑗𝑥𝑘” será precedido de sinal positivo se a Seta Coordenada que liga 𝑥𝑗 a 

𝑥𝑘 estiver no mesmo sentido da Seta Aresta que liga “𝑥𝑙” a “𝑥𝑖”; 

• O produto “𝑥𝑗𝑥𝑘” será precedido de sinal negativo se a Seta Coordenada que liga 𝑥𝑗 a 

𝑥𝑘 estiver no sentido contrário ao da Seta Aresta que liga “𝑥𝑙” a “𝑥𝑖”. 
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Segue abaixo as doze Equações de Estado dos Potenciais Termodinâmicos podem ser obtidas 

por meio destas regras: 

   ɸ =S + 
µ𝑁

𝑇
;      (02) 

    0= 𝜓′ +
µ𝑁

𝑇
;      (03) 

   H = φ+ 
µ𝑁

𝑇
;      (04) 

  F = 𝜓 +
µ𝑁

𝑇
;      (05) 

   H = ɸ −
𝑃𝑉

𝑇
;      (06) 

   0= F −
𝑃𝑉

𝑇
;      (07) 

  𝜓′=  𝜓 −
𝑃𝑉

𝑇
;      (08) 

   φ= S −
𝑃𝑉

𝑇
;      (09) 

   0= H −
𝑈

𝑇
;      (10) 

   F =ɸ−
𝑈

𝑇
;      (11) 

  𝜓= S −
𝑈

𝑇
;      (12) 

 𝜓′= φ −
𝑈

𝑇
.      (13) 

 

2.6. As Funções Características de Massieu e suas Variáveis Livres 

 

Cada um dos oito Potenciais Termodinâmicos de Massieu possui três variáveis livres, 

cujas descrições serão apresentadas nesta seção. Cada uma das três variáveis livres de cada um 

desses potenciais está localizada no centro de uma das três faces que formam o vértice do Cubo 

Termodinâmico. Ou seja: 

S =f (𝑈, 𝑉,𝑁);       (14) 

𝜓=f (
1

𝑇
, 𝑉, 𝑁);       (15) 

φ=f (𝑈,
𝑃

𝑇
, 𝑁);       (16) 

𝜓′=f (
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
, 𝑁);      (17) 

ɸ =f (𝑈, 𝑉,
µ

𝑇
);       (18) 
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F =f (
1

𝑇
, 𝑉,

µ

𝑇
);       (19) 

H =f (𝑈,
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇
);       (20) 

0 =f (
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇
).       (21) 

Na seção seguinte será apresentada a diferencial de cada um dos Potenciais 

Termodinâmicos. 

 

2.7. A Equação Diferencial Exata das Funções Características de Massieu 

A variação infinitesimal (𝑑) do potencial [𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧)] localizado em cada aresta deste 

cubo será descrita pela diferencial exata, truncada em primeira ordem: 

 

𝑑𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ±𝑋𝑑𝑥 ± 𝑌𝑑𝑦 ± 𝑍𝑑𝑧 .   (22) 

 

Considerando que a intersecção de três faces de um cubo dá origem a um vértice e que em 

cada vértice do cubo corresponde à localização de um potencial termodinâmico 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧), tem-

se: 

• 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) é o potencial termodinâmico localizado no vértice do cubo em análise; 

• x (y ou z) é a variável livre localizada no centro de uma das três faces; 

• X (Y ou Z) é a variável livre localizada no centro da face paralela à face que contém x (y 

ou z). 

 

Essa equação diferencial exata para os Potenciais Termodinâmicos é denominada por 

Forma Diferencial de Gibbs. 

As derivadas de um potencial 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘) em relação a uma de suas variáveis livres 𝑥𝑖, 

𝑥𝑗 ou 𝑥𝑘 são descritas na forma que se segue: 

𝜕[𝜙(𝑥𝑖,𝑥𝑗,𝑥𝑘)]

𝜕𝑥𝑖
|
𝑥𝑗,𝑥𝑘

= ±𝑋 ;    (23) 

𝜕[𝜙(𝑥𝑖,𝑥𝑗,𝑥𝑘)]

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥𝑖,𝑥𝑘

= ±𝑌;    (24) 

𝜕[𝜙(𝑥𝑖,𝑥𝑗,𝑥𝑘)]

𝜕𝑥𝑘
|
𝑥𝑖,𝑥𝑗

= ±𝑍 .    (25) 
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Os sinais (positivo e negativo) que precedem as variáveis livres X, Y ou Z obedecem à 

terceira regra de sinal, cujo texto é: 

• A variável X (Y ou Z) será precedida de sinal positivo se ela estiver localizada 

num lado-cruz; 

• A variável X (Y ou Z) será precedida de sinal negativo se ela estiver localizada 

num lado-ponto. 

Considerando esta regra de sinais, as equações diferenciais para cada um dos Potenciais 

Termodinâmicos de Massieu podem ser obtidas a partir da Equação (22). 

A equação diferencial para a Entropia 𝑆 = 𝑓(𝑈, 𝑉, 𝑁) é 

 

dS= (+
1

𝑇
)d𝑈 + (+

𝑃

𝑇
)dV+(−

µ

𝑇
)dN 

dS= 
1

𝑇
d𝑈 +

𝑃

𝑇
dV−

µ

𝑇
dN.     (26) 

A equação diferencial para a Primeira Função Característica de Massieu 𝜓 = 𝑓 (
1

𝑇
, 𝑉, 𝑁) é 

d 𝜓= (−𝑈)d(
1

𝑇
) + (+

𝑃

𝑇
)dV+(−

µ

𝑇
)dN 

d 𝜓 = −𝑈 d(
1

𝑇
) +

𝑃

𝑇
dV−

µ

𝑇
dN.    (27) 

A equação diferencial para a Segunda Função Característica de Massieu 𝜓′ = 𝑓 (
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
, 𝑁) é 

d 𝜓′ = (−𝑈)d(
1

𝑇
) +(−𝑉)d(

𝑃

𝑇
)+ (−

µ

𝑇
)dN 

d 𝜓′=− 𝑈 d(
1

𝑇
) − 𝑉d(

𝑃

𝑇
) −

µ

𝑇
 dN.   (28) 

A equação diferencial para o Potencial anônimo  𝜑 = 𝑓 (𝑈,
𝑃

𝑇
, 𝑁) é 

d 𝜑 = (+
1

𝑇
))d(𝑈)+(−𝑉)d(

𝑃

𝑇
) + (−

µ

𝑇
)d(𝑁) 

dφ = 
1

𝑇
d𝑈 −

𝑃

𝑇
dV−

µ

𝑇
dN.    (29) 

A equação diferencial para o Potencial Anônimo ɸ = 𝑓 (𝑈,𝑉,
µ

𝑇
) é 

d ɸ = (+
1

𝑇
)d𝑈 + (+

𝑃

𝑇
)dV+(+N)d(

µ

𝑇
) 

d ɸ = 
1

𝑇
d𝑈 +

𝑃

𝑇
𝑑𝑉 +Nd(

µ

𝑇
).    (30) 

A equação diferencial para o Potencial Anônimo (“Potencial de Boltzmann”) ℱ = 𝑓(
1

𝑇
, 𝑉,

µ

𝑇
) é 
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d ℱ =(−𝑈)d)(
1

𝑇
) + (+

𝑃

𝑇
)d(V)+(+N)d(

µ

𝑇
)  

d ℱ = −𝑈d(
1

𝑇
) +

𝑃

𝑇
dV+Nd(

µ

𝑇
)    (31) 

A equação diferencial para o Potencial Anônimo H = 𝑓 (𝑈,
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇
) é; 

d H =(+
1

𝑇
)d𝑈 +V)d(

𝑃

𝑇
) +(−N)d( 

µ

𝑇
) 

d H  = 
1

𝑇
d𝑈 +

𝑃

𝑇
dV−Nd( 

µ

𝑇
).     (32) 

A equação diferencial para o Potencial Nulo 0=f (
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇
) é 

d0= (−𝑈)d(
1

𝑇
) + (−V)d(

𝑃

𝑇
) + (+N)d(

µ

𝑇
) 

d0= −𝑈d(
1

𝑇
) −Vd(

𝑃

𝑇
) +Nd(

µ

𝑇
)    (33) 

Como d0=0, então 

0=(−𝑈)d(
1

𝑇
) + (−V)d(

𝑃

𝑇
) + (+N)d(

µ

𝑇
) 

0= −𝑈d(
1

𝑇
) −Vd(

𝑃

𝑇
) +Nd(

µ

𝑇
).    (34) 

 

2.8. A Dedução da Equação de Euler para os Potenciais de Massieu 

Vimos apresentar nesta seção a demonstração da Equação de Euler da Termodinâmica, 

conforme Correia (2021b). Visando simplificar a demonstração desta relação matemática, 

considere que a função ϕ(x1, x2) dependa apenas das duas variáveis x1 e x2. 

Essa grandeza ϕ(x1, x2) será homogênea em primeira ordem se 

𝜙(λx1, λx2) = λ𝜙(x1, x2).     (35) 

Substituindo λx1 por u1 e λx2 por u2 temos 

𝜙(λx1, λx2) = 𝜙(u1, u2). (36) 

Derivando 𝜙(𝜆x1, 𝜆x2) em relação a λ, pela Regra da Cadeia, temos 

𝜕[𝜙(𝜆𝑥1,𝜆𝑥2)]

𝜕𝜆
=

𝜕[𝜙(𝑢1,𝑢2)]

𝜕𝑢1

𝜕𝑢1

𝜕𝜆
+

𝜕[𝜙(𝑢1,𝑢2)]

𝜕𝑢2

𝜕𝑢2

𝜕𝜆
.  (37) 

Mas como 
𝜕𝑢1

𝜕𝜆
= 𝑥1, 

𝜕𝑢2

𝜕𝜆
= 𝑥2 e 

𝜕[𝜙(𝜆𝑥1,𝜆𝑥2)]

𝜕𝜆
=  𝜙(𝑥1, 𝑥2), a expressão da derivada parcial da 

grandeza 𝜙(𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2) em relação a 𝜆 fica representada pela relação 

𝜙(𝑥1, 𝑥2) =
𝜕[𝜙(𝑢1,𝑢2)]

𝜕𝑢1
𝑥1 +

𝜕[𝜙(𝑢1,𝑢2)]

𝜕𝑢2
𝑥2.  (38) 

Mas, como u1=λx1 e u2=λx2, obtém-se 

𝜙(𝑥1, 𝑥2) =
𝜕[𝜙(𝜆𝑥1 ,𝜆𝑥2)]

𝜕(𝜆𝑥1)
𝑥1 +

𝜕[𝜙(𝜆𝑥1,𝜆𝑥2)]

𝜕(𝜆𝑥2)
𝑥2.  (39) 

E, como 𝜙(𝑥1, 𝑥2) é uma função homogênea, então 
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𝜙(𝑥1, 𝑥2) =
𝜆𝜕[𝜙(𝑥1,𝑥2)]

𝜆𝜕(𝑥1)
𝑥1 +

𝜆𝜕[𝜙(𝑥1,𝑥2)]

𝜆𝜕(𝑥2)
𝑥2.  (40) 

Finalmente 

𝜙(𝑥1, 𝑥2) =
𝜕[𝜙(𝑥1,𝑥2)]

𝜕𝑥1
𝑥1 +

𝜕[𝜙(𝑥1,𝑥2)]

𝜕𝑥2
𝑥2.  (41) 

Com base na Equação (41), cada uma das equações das funções características pode ser 

obtida de forma alternativa à técnica em que se utilizam as Transformadas de Legendre. 

Como exemplo da aplicação deste método, considere o potencial termodinâmico 

denominado por Entropia (S) com suas variáveis livres (𝑈, V e N). 

Considerando S=f(𝑈, V, N): 

𝑆 =
𝜕𝑆

𝜕𝑈
𝑈 +

𝜕𝑆

𝜕𝑉
𝑉 +

𝜕𝑆

𝜕𝑁
𝑁.    (42) 

Mas, efetuando operações no cubo termodinâmico e aplicando a terceira regra de sinais 

apresentadas acima temos: 

𝜕𝑆

𝜕𝑈
=   

1

𝑇
𝜕𝑆

𝜕𝑉
=    

𝑃

𝑇
𝜕𝑆

𝜕𝑁
= −

µ

𝑇}
 
 

 
 

.      (43) 

Com isso 

𝑆 =
1

𝑇
𝑈 +

𝑃

𝑇
𝑉 −

µ

𝑇
𝑁.     (44) 

A Equação (44), na representação da Entropia, é equivalente à “Relação de Euler da 

Termodinâmica” na representação da Energia (CORREIA, 2021b, Equação 052), cuja 

quantidade é proveniente da divisão pela Temperatura Absoluta do resultado da subtração das 

energias Mecânica e Química da Energia Interna. 

 A diferencial da Equação (44) dá origem a outra equação fundamental da 

Termodinâmica, cuja demonstração está na seção a seguir. 

 

2.9. A Dedução da Relação de Gibbs-Duhen na Representação da Entropia 

 

Diferenciando a Equação 44, tem-se: 

 

𝑑𝑆 = 𝑈𝑑 (
1

𝑇
) + (

1

𝑇
)𝑑𝑈 + 𝑉𝑑 (

𝑃

𝑇
) + (+

𝑃

𝑇
) 𝑑𝑉 + 𝑁 𝑑 (−

µ

𝑇
) + (−

µ

𝑇
)dN.    (45) 

Ou ainda 
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𝑑𝑆 =
1

𝑇
𝑑𝑈 + 

𝑃

𝑇
𝑑𝑉 −

µ

𝑇
𝑑𝑁 + [𝑈𝑑 (

1

𝑇
) + 𝑉𝑑 (

𝑃

𝑇
) − 𝑁 𝑑 (

µ

𝑇
)].  (46) 

 

Mas, de acordo com a Equação (34), a parcela entre colchetes na Equação (46) é 

identicamente nula. Com isso 

 

𝑈𝑑 (
1

𝑇
) + 𝑉𝑑 (

𝑃

𝑇
) − 𝑁 𝑑 (

µ

𝑇
) =0.   (47) 

 

A Equação (47) é a mesma Equação (34), apesar delas terem sido obtidas por 

procedimentos distintos. 

A Equação (34), denominada por Relação de Gibbs-Duhen na representação da 

Entropia, depende apenas das variáveis intensivas (
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇
) (), enquanto que a Equação (44), 

denominada por Forma Diferencial da Relação de Euler da Termodinâmica na representação 

da Entropia, depende das variáveis extensivas (𝑈, V, N). 

Na seção seguinte serão apresentados os Princípios de Conservação associados às 

Funções Características de Massieu. 

 

3. Os Princípios de Conservação das Funções Características de Massieu 

Nas duas subseções seguintes serão enunciados dois princípios de conservação 

associados aos Potenciais Termodinâmicos de Massieu. 

 

3.1. O Primeiro Princípio de Conservação dos Potenciais Termodinâmicos 

 

A soma dos potenciais localizados nos extremos de uma das diagonais de uma face do cubo é 

igual à soma dos potenciais localizados nos extremos da outra diagonal dessa mesma face. 

Desta regra de simetria podem ser obtidas as seguintes relações: 

 S  + 𝜓′ = 𝜓 + φ;     (48) 

ɸ  +  0 = ℱ + H;     (49) 

𝜓 + ɸ = S  + ℱ;     (50) 

𝜓′ + H = φ  + 0;     (51) 

S   + H = φ  + ɸ;     (52) 
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𝜓 + 0 = 𝜓′ + ℱ.     (53) 

 

3.2. O Segundo Princípio de Conservação dos Potenciais Termodinâmicos 

A soma dos potenciais nos extremos a uma diagonal principal deste Cubo 

Termodinâmico é igual à Entropia S. Dessa regra podemos obter as seguintes relações: 

0 + S    =  S;      (54) 

φ + ℱ   =  S;      (55) 

ɸ+𝜓′ =  S;      (56) 

𝜓 + H  =  S.      (57) 

A partir do Cubo Termodinâmico serão apresentadas, na seção que se segue, algumas 

operações de simetria de forma alternativa às Transformadas de Legendre, de modo a obter as 

Relações de Gibbs e obter as Identidades de Maxwell na representação da Entropia. 

4. As Relações de Gibbs para os Potenciais de Massieu 

As Relações de Gibbs da Termodinâmica também podem ser obtidas a partir de 

operações do Cubo Termodinâmico, ao se utilizar a seguinte Regra de Simetria: 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑗,𝑥𝑘

= ±𝑥𝑙.    (58) 

 

Embora esta regra de sinais já tenha sido apresentada na seção 2.5, seguem as 

denominações com destaque para as variáveis livres da Equação (58): 

• 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘) é um potencial termodinâmico localizado em um dos vértices do cubo, que 

depende das variáveis 𝑥𝑖,  𝑥𝑗 e 𝑥𝑘; 

• 𝑥𝑗 e 𝑥𝑘, são as variáveis livres mantidas constantes, enquanto que o potencial 

𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘) estiver sendo derivado em relação à variável livre 𝑥𝑖; 

• 𝑥𝑙  é a variável livre localizada no outro extremo da Seta Coordenada limitada pelos 

dois extremos 𝑥𝑖 e 𝑥𝑙. 
 

Destas regras, na representação da Entropia, pode ser obtido um conjunto de relações 

equivalentes às Relações de Gibbs que foram obtidas na representação da Energia (CORREIA, 

2021b): 
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𝜕ℋ

𝜕(𝑃
𝑇
)
|
𝑈,µ
𝑇

=
𝜕0

𝜕(𝑃
𝑇
)
|
1

𝑇
,
µ

𝑇

=
𝜕𝜑

𝜕(𝑃
𝑇
)
|
𝑈,𝑁

=
𝜕𝜓′

𝜕(𝑃
𝑇
)
|
1

𝑇
,𝑁

= −𝑉; (59) 

𝜕ℱ

   𝜕(
1
𝑇
)
|
𝑉,
µ

𝑇

=
𝜕0

𝜕(
1
𝑇
)
|
𝑃

𝑇
,
µ

𝑇

=
𝜕𝜓′

𝜕(
1
𝑇
)
|
𝑃

𝑇
,𝑁

= 
𝜕𝜓

𝜕(
1
𝑇
)
|
𝑉,𝑁

= −𝑈; (60) 

𝜕0

    𝜕(
µ
𝑇
)
|
1

𝑇
,
µ

𝑇

=
𝜕ℋ

𝜕(
µ
𝑇
)
|
𝑃

𝑇
,𝑈

=
𝜕ɸ

𝜕(
µ
𝑇
)
|
𝑈,𝑉

=
𝜕ℱ

𝜕(
µ
𝑇
)
|
𝑉,
1

𝑇

=     𝑁; (61) 

 
𝜕𝜓

𝜕𝑁
|1
𝑇
,𝑉
= 

𝜕𝑆

𝜕𝑁
|
𝑈,𝑉

=  
𝜕𝜑

𝜕𝑁
|
𝑈,
𝑃

𝑇

= 
𝜕𝜓′

𝜕𝑁
|𝑃
𝑇
,
1

𝑇

      =  −
µ

𝑇
; (62) 

𝜕𝑆

𝜕𝑉
|
𝑈,𝑁

 =
𝜕𝜓

𝜕𝑉
|1
𝑇
,𝑁
   =   

𝜕ℱ

𝜕𝑉
|1
𝑇
,
µ

𝑇

 =
𝜕ɸ

𝜕𝑉
|µ
𝑇
,𝑈
    =  

𝑃

𝑇
;  (63) 

 
𝜕𝑆

𝜕𝑈
|
𝑁,𝑉
 =   

𝜕ɸ

𝜕𝑈
|
𝑉,
µ

𝑇

=  
𝜕ℋ

𝜕𝑈
|𝑃
𝑇
,
µ

𝑇

=
𝜕𝜑

𝜕𝑈
|𝑃
𝑇
,𝑁
    =     

1

𝑇
. (64) 

 

5.1 As Identidades de Maxwell para os Potenciais de Massieu 

 

Cada uma das Identidades de Maxwell, denominada por Relações de Maxwell, será 

obtida a partir do Teorema de Schwartz e das Relações de Gibbs: 

 

• 
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕

𝜕𝑥𝑗
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑘

=
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕

𝜕𝑥𝑖
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑘

;   (65) 

 

• 
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕

𝜕𝑥𝑘
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑖

=
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(
𝜕

𝜕𝑥𝑗
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑖

;   (66) 

 

• 
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(
𝜕

𝜕𝑥𝑖
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑗

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕

𝜕𝑥𝑘
) [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘)]|𝑥𝑗

.   (67) 

 

Aplicando convenientemente a Relação de Gibbs a cada uma das oito Funções 

Características, obtêm-se três Identidades de Maxwell para cada um dos oito potenciais 

termodinâmicos de Massieu. Com isso, seriam obtidas vinte e quatro Relações de Maxwell, 

conforme as deduções que se seguem: 
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5.1.1 A Entropia 𝑆 

 

S=f(V, 𝑈, N). 

(a)  
𝜕

𝜕𝑈
(
𝜕

𝜕𝑉
)𝑆|𝑁 =

𝜕

𝜕𝑉
(
𝜕

𝜕𝑈
)𝑆|𝑁; 

𝜕

𝜕𝑉
𝑆|𝑁 =

𝑃

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑈
𝑆|𝑁 =

1

𝑇
. 

𝜕

𝜕𝑈
(
𝑃

𝑇
)|
𝑁
=

𝜕

𝜕𝑉
(
1

𝑇
)|
𝑁

.     (68) 

(b)  
𝜕

𝜕𝑈
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝑆|𝑉 =

𝜕

𝜕𝑁
(
𝜕

𝜕𝑈
) 𝑆|𝑉; 

𝜕

𝜕𝑁
𝑆|𝑉 = −

µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑈
𝑆|𝑉 =

1

𝑇
. 

𝜕

𝜕𝑈
(
µ

𝑇
) |𝑉 = −

𝜕

𝜕𝑁
(
1

𝑇
) |𝑉 .    (69) 

(c) 
𝜕

𝜕𝑉
(
𝜕

𝜕𝑁
) 𝑆|𝑈 =

𝜕

𝜕𝑁
(
𝜕

𝜕𝑉
)𝑆|𝑈; 

𝜕

𝜕𝑁
𝑆|𝑈 = −

µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑉
𝑆|𝑈 =

𝑃

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑉
(
µ

𝑇
)|
𝑈
= −

𝜕

𝜕𝑁
(
𝑃

𝑇
)|
𝑈

.     (70) 

5.1.2. O Primeiro Potencial de Massieu 𝜓 

𝜓=f (𝑉, 𝑁,
1

𝑇
). 

(a)  
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑉
)𝜓|𝑁 =

𝜕

𝜕𝑉
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]𝜓|𝑁; 

𝜕

𝜕𝑉
𝜓|𝑁 =

𝑃

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝜓|𝑁 = −𝑈; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝑃

𝑇
) |𝑁 = −

𝜕

𝜕𝑉
𝑈|𝑁.     (71) 

(b)  
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜓|𝑉 =

𝜕

𝜕𝑁
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]𝜓|𝑉; 

𝜕

𝜕𝑁
𝜓|𝑉 = −

µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝜓|𝑉 = −𝑈; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|
𝑉
=

𝜕

𝜕𝑁
𝑈|𝑉.     (72) 

(c) 
𝜕

𝜕𝑉
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜓|1

𝑇
=

𝜕

𝜕𝑁
(
𝜕

𝜕𝑉
)𝜓|1

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑁
𝜓|1

𝑇
= −

µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑉
𝜓|1

𝑇

=
𝑃

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑉
(
µ

𝑇
)|1

𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑁
(
𝑃

𝑇
)|1

𝑇

.     (73) 
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5.1.3. O Segundo Potencial de Massieu 𝜓′ 

 

𝜓′ =f (𝑁,
1

𝑇
,
𝑃

𝑇
). 

(a)  
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]𝜓′|𝑁 =

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]𝜓′|𝑁; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝜓′|𝑁 = −𝑉  e  

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝜓′|𝑁 = −𝑈; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝑉|𝑁 =

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝑈|𝑁.     (74) 

(b)  
𝜕

𝜕𝑁
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]𝜓′|1

𝑇

=
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜓′|1

𝑇

; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝜓′|1

𝑇

= −𝑉  e  
𝜕

𝜕𝑁
𝜓′|1

𝑇

= −
µ

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑁
𝑉|1

𝑇

=
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|1

𝑇

.     (75) 

(c) 
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜓′|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕𝑁
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]𝜓′|𝑃

𝑇

; 

𝜕

𝜕𝑁
𝜓′|𝑃

𝑇

= −
µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝜓′|𝑃

𝑇

= −𝑈; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕𝑁
𝑈|𝑃

𝑇

.     (76) 

5.1.4. O potencial Anônimo 𝜑 

 

𝜑=f (
𝑃

𝑇
, 𝑁, 𝑈). 

(a)  
𝜕

𝜕𝑈
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]𝜑|𝑁 =

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑈
)𝜑|𝑁; 

∂

∂(
P
T
)
φ|𝑁 = −𝑉 e  

𝜕

𝜕𝑈
𝜑|𝑁 =

1

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑈
𝑉|𝑁 = −

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
1

𝑇
)|
𝑁

.     (77) 

(b)  
𝜕

𝜕𝑈
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜑|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕𝑁
(
𝜕

𝜕𝑈
)𝜑|𝑃

𝑇

; 

𝜕

𝜕𝑁
𝜑|𝑃

𝑇

= −
µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑈
𝜑|𝑃

𝑇

=
1

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑈
(
µ

𝑇
)|𝑃

𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑁
(
1

𝑇
)|𝑃

𝑇

.    (78) 
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(c) 
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑁
)𝜑|𝑈 =

𝜕

𝜕𝑁
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]𝜑|𝑈; 

𝜕

𝜕𝑁
𝜑|𝑈 = −

µ

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝜑|𝑈 = −𝑉; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|
𝑈
=

𝜕

𝜕𝑁
𝑉|𝑈.     (79) 

 

5.1.5. O Potencial Anônimo ℋ 

 

ℋ =f (µ
𝑇
, 𝑃
𝑇
, 𝑈). 

(a)  
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]ℋ|𝑈 =

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
]ℋ|𝑈; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
ℋ|𝑈 = −𝑉  e  

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
ℋ|𝑈 = 𝑁; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
𝑉|𝑈 = −

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝑁|𝑈.     (80) 

(b)  
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑈
)ℋ|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕𝑈
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
]ℋ|𝑃

𝑇

; 

𝜕

𝜕𝑈
ℋ|𝑃

𝑇

=
1

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
ℋ|𝑃

𝑇

= 𝑁; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
1

𝑇
)|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕𝑈
𝑁|𝑃

𝑇

.     (81) 

(c) 
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑈
)ℋ|µ

𝑇
=

𝜕

𝜕𝑈
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
]ℋ|µ

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑈
ℋ|µ

𝑇
=

1

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
ℋ|µ

𝑇
= −𝑉; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
1

𝑇
)|µ

𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑈
𝑉|µ

𝑇
.     (82) 

 

5.1.6. O Potencial Anônimo ɸ 

 

ɸ =f (𝑈, 𝑉,
µ

𝑇
). 

(a)  
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑉
)ɸ|𝑈 =

𝜕

𝜕𝑉
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
]ɸ|𝑈; 

𝜕

𝜕𝑉
ɸ|𝑈 =

𝑃

𝑇
  e  

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
ɸ|𝑈 = 𝑁; 
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𝜕

𝜕𝑉
𝑁|𝑈 =

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝑃

𝑇
)|
𝑈

.     (83) 

(b)  
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑈
)ɸ|𝑉 =

𝜕

𝜕𝑈
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
]ɸ|𝑉 ; 

𝜕ɸ

𝜕𝑈
|𝑉 =

1

𝑇
  e  

𝜕ɸ

𝜕(
µ
𝑇
)
|𝑉 = 𝑁; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
1

𝑇
)|
𝑉
=

𝜕

𝜕𝑈
𝑁|𝑉 .     (84) 

(c) 
𝜕

𝜕𝑉
(
𝜕

𝜕𝑈
)ɸ|µ

𝑇
=

𝜕

𝜕𝑈
(
𝜕

𝜕𝑉
)ɸ|µ

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑈
ɸ|µ

𝑇
=

1

𝑇
  e  

𝜕

𝜕𝑉
ɸ|µ

𝑇
=

𝑃

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑉
(
1

𝑇
)|

µ
𝑇

=
𝜕

𝜕𝑈
(
𝑃

𝑇
)|

µ
𝑇

.     (85) 

 

5.1.7. O Potencial Anônimo (“Potencial de Boltzmann”) ℱ  

 

ℱ =f (𝑉,
1

𝑇
, µ
𝑇
). 

(a)  
𝜕

𝜕𝑉
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]ℱ|µ

𝑇
=

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑉
)ℱ|µ

𝑇
; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
ℱ|µ

𝑇
= −𝑈  e  

𝜕

𝜕𝑉
ℱ|µ

𝑇
=

𝑃

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑉 
𝑈|µ

𝑇
= −

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
𝑃

𝑇
)|

µ
𝑇

.     (86) 

(b)  
𝜕

𝜕𝑉
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
]ℱ|1

𝑇

=
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝜕

𝜕𝑉
)ℱ|1

𝑇

; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
ℱ|1

𝑇

= 𝑁  e  
𝜕

𝜕𝑉
ℱ|1

𝑇

=
𝑃

𝑇
; 

𝜕

𝜕𝑉
𝑁|1

𝑇

=
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
(
𝑃

𝑇
)|

1
𝑇

.     (87) 

(c) 
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
] ℱ|𝑉 =

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
]ℱ|𝑉; 

𝜕ℱ

𝜕(
µ
𝑇
)
|𝑉 = 𝑁  e  

𝜕ℱ

𝜕(
1
𝑇
)
|𝑉 = −𝑈; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
𝑈|𝑉 = −

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝑁|𝑉.     (88) 
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5.1.8. O Potencial Nulo 0 

 

0=f (
1

𝑇
,
µ

𝑇
,
𝑃

𝑇
). 

(a)  
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
] 0|µ

𝑇
=

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
] 0|µ

𝑇
; 

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
0|µ

𝑇
= −𝑉  e  

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
0|µ

𝑇
= −𝑈; 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝑉|µ

𝑇
=

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝑈|µ

𝑇
.     (89) 

(b) 
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
] 0|𝑃

𝑇

=
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
] 0|𝑃

𝑇

; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
0|𝑃

𝑇

= 𝑁  e  
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
0|𝑃

𝑇

= −𝑈; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
𝑈|𝑃

𝑇

= −
𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
𝑁|𝑃

𝑇

.     (90) 

(c) 
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
] 0|1

𝑇

=
𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
[
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
] 0|1

𝑇

; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
0|1

𝑇

= 𝑁  e  
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
0|1

𝑇

= −𝑉; 

𝜕

𝜕(
µ
𝑇
)
𝑉|1

𝑇

= −
𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
𝑁|1

𝑇

.     (91) 

 

5.2 Otimização das Equações de Maxwell para as Funções Características de Massieu 

 

As vinte e quatro expressões da Seção 5.1 (Equação 68 a 91) pertenceriam ao conjunto 

das Identidades de Maxwell da Termodinâmica na representação da Entropia. Mas, para cada 

uma dessas expressões há outra expressão que representa o mesmo resultado, apesar das suas 

variáveis mantidas constantes serem distintas. Logo, a rigor, seriam necessárias apenas doze 

expressões. Mas, ao reagrupar as doze equações restantes, pode ser observado que ainda há 

repetição para cada uma dessas doze equações restantes, porém com derivadas parciais 

invertidas. Com isso, mais seis equações podem ser desprezadas, de modo a restarem apenas 

seis equações realmente distintas. Finalmente, seguem as Identidades de Maxwell da 

Termodinâmica que restaram após a eliminação das equações equivalentes: 
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𝜕

𝜕𝑈
(
𝑃

𝑇
)|

𝑁,
µ
𝑇

=
𝜕

𝜕𝑉
(
1

𝑇
)|
𝑁,
µ

𝑇

;    (92) 

𝜕

𝜕𝑈
(
µ

𝑇
)|
𝑉,𝑃
𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑁
(
1

𝑇
)|

𝑉,
𝑃
𝑇

;    (93) 

𝜕

𝜕𝑉
(
µ

𝑇
)|
𝑈,1
𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑁
(
𝑃

𝑇
)|
𝑈,1
𝑇

;    (94) 

𝜕

𝜕(
1
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|
𝑉,𝑃
𝑇

=
𝜕

𝜕𝑁
𝑈|

𝑉,
𝑃
𝑇
;     (95) 

𝜕

𝜕𝑁
𝑉|1

𝑇
,𝑈
    =

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
µ

𝑇
)|1

𝑇
,𝑈

;    (96) 

𝜕

𝜕𝑈
𝑉|𝑁,µ

𝑇
= −

𝜕

𝜕(𝑃
𝑇
)
(
1

𝑇
)|
𝑁,
µ

𝑇

.    (97) 

 

6. DISCUSSÕES 

 

A Equação (44), denominada por “Relação de Euler da Termodinâmica” na 

representação da Entropia, é o resultado da razão do saldo da Energia Interna, após a retirada 

das energias Mecânica e Química, dividido pela Temperatura Absoluta. Ou ainda, a Entropia 

de um Sistema é o resultado a razão da Energia Térmica pela Temperatura Absoluta. Com isso, 

ao retirar as energias Mecânica e Química de um Sistema Simples, restará nesse sistema a 

Energia Térmica. Pelo fato da Energia Térmica ser degradável no decorrer da sua 

transformação, não estará mais integramente disponível para ser transferida entre Sistemas para 

realização de Trabalho. É nesse sentido que a Entropia está associada à degradação da energia 

de um Sistema. 

Observe que no Cubo da Figura 1 que as Setas Arestas divergem da Entropia S e 

convergem para o Potencial Nulo 0. Ao deslocar de um potencial a outro pelas arestas do cubo, 

sempre num mesmo sentido das Setas Arestas, o Sistema Termodinâmico atingirá um estado 

de potencial sempre menor que o potencial anterior. Após a retirada de cada parcela de energia, 

dividida pela sua Temperatura Absoluta, o sistema atingirá o último estado de potencial nulo, 

denominado por Potencial Sumidouro, dando o significado físico ao jargão “reduzir um sistema 

a nada” (SÁ MARTINS, 2014). 
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7. CONCLUSÕES 

 

As grandezas potenciais da Termodinâmica, na representação da Energia, são também 

denominadas por “Potenciais Termodinâmicos”. Das oito grandezas que têm essa 

denominação, quatro delas são dos sistemas fechados, enquanto as outras quatro são dos 

sistemas abertos. Esses “potenciais” para os sistemas fechados são a Energia Interna, a Entalpia, 

a Energia Livre de Gibbs e a Energia Livre de Helmholtz. Já as grandezas dos sistemas abertos 

são o Potencial de Landau, o Potencial Nulo e dois Potenciais Anônimos (CORREIA, 2021b). 

Nesse sentido, o uso do termo “potencial Termodinâmico” não é garantia que se trata de um 

potencial termodinâmico, de forma que os Potenciais Termodinâmicos propriamente ditos são 

os que estão descritos na representação da Entropia. 

Finalmente, o diagram cúbico na representação da Entropia apresentado neste artigo 

visa facilitar a obtenção das equações dos Potenciais Termodinâmicos, de modo análogo ao 

modelo na representação da Energia proposto por Correia (2021b). 

Embora exista um algebrismo matemático consolidado que equaciona as Leis e as 

Relações da Termodinâmica do Equilíbrio para Sistemas Simples, a partir do modelo ora 

proposto podem ser obtidas as mesmas equações e relações, porém sem utilizar, de forma 

explícita, as Transformadas de Legendre. 

Neste sentido, o modelo S-Digraph aqui proposto constitui numa ferramenta 

educacional auxiliar que poderá contribuir ao ensino e à aprendizagem da Termodinâmica do 

Equilíbrio e à obtenção das interrelacões entre os Potenciais Termodinâmicos para sistemas 

abertos, minimizar esforços para equacionar as relações da Termodinâmica do equilíbrio, bem 

como dar significado aos Grandes Potenciais, uma vez que a literatura científica ainda os tratam 

com muita superficialidade. 

 Com base no que foi observado durante a elaboração deste artigo, a Termodinâmica 

para Sistemas Abertos ainda é um campo que necessita de investigação e análise 

epistemológica, carecendo de uma elaboração e de uma explanação teórica e fenomenológica 

mais concisa quanto à definição dos Grandes Potenciais da Termodinâmica. Apesar dos 

esforços e das contribuições de muitos pesquisadores, a abordagem dos Potenciais 

Termodinâmicos de Massieu ainda é pouco explorada pelos livros didáticos de Termodinâmica. 
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